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Введение
1 Предмет стереометрии

Школьный курс геометрии состоит из 
двух частей: планиметрии и стереометрии. В плани
метрии изучаются свойства геометрических фигур 

на плоскости. Стереометрия — это раздел геометрии, 
в котором изучаются свойства фигур в пространст

ве. Слово «стереометрия» происходит от греческих 
слов «стереос» — объемный, пространственный и 
«метрео» — измерять.

Простейшими и, можно сказать, основны
ми фигурами в пространстве являются точки, прямые 
и плоскости. Наряду с этими фигурами мы будем рас
сматривать геометрические тела и их поверхности. 
Представление о геометрических телах дают окружа
ющие нас предметы. Так, например, кристаллы име
ют форму геометрических тел, поверхности которых 
составлены из многоугольников. Такие поверхности 
называются многогранниками. Одним из простейших 
многогранников является куб (рис. 1, а). Капли жид
кости в невесомости принимают форму геометриче

ского тела, называемого шаром (рис. 1, б). Такую же 
форму имеет футбольный мяч. Консервная банка име
ет форму геометрического тела, называемого цилинд
ром (рис. 1 , в).

В отличие от реальных 
метрические тела, как и всякие 
фигуры, являются воображаемыми 
представляем геометрическое тело 
странства, отделенную от остальной 
ства поверхностью — границей этого тела. Так, на
пример, граница шара есть сфера, а граница цилинд
ра состоит из двух кругов — оснований цилиндра и 
боковой поверхности.

предметов гео- 
геометрические 
объектами. Мы 
как часть про
части простран-

Рис. 1
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Изучая свойства геометрических фигур — . 
воображаемых объектов, мы получаем представление
о геометрических свойствах реальных предметов (их 
форме, взаимном расположении и т. д.) и можем ис
пользовать эти свойства в практической деятельности. 
В этом состоит практическое (прикладное) значение 
геометрии. Геометрия, в частности стереометрия, ши
роко используется в строительном деле, архитектуре, 
машиностроении, геодезии, во многих других областях 
науки и техники.

При изучении пространственных фигур, 
в частности геометрических тел, пользуются их изобра
жениями на чертеже. Как правило, изображением про
странственной фигуры служит ее проекция на ту или 
иную плоскость. Одна и та же фигура допускает различ
ные изображения. Обычно выбирается то из них, кото
рое создает правильное представление о форме фигуры 
и наиболее удобно для исследования ее свойств. На ри
сунках 2 , а, б изображены два многогранника — парал
лелепипед и пирамида, а на рисунке 2, в — конус. При 
этом невидимые части этих фигур изображены штрихо
выми линиями. Правила изображения пространствен
ных фигур приведены в приложении 1 .

В течение двух лет мы будем изучать вза
имное расположение прямых и плоскостей, многогран
ники, векторы и метод координат в пространстве, 
«круглые» геометрические тела — цилиндр, конус, 
шар и рассмотрим вопрос об объемах тел.

2 Аксиомы стереометрии
В планиметрии основными фигурами были 

точки и прямые. В стереометрии наряду с ними рас
сматривается еще одна основная фигура — плоскость. 
Представление о плоскости дает гладкая поверхность 
стола или стены. Плоскость как геометрическую фигу
ру следует представлять себе простирающейся неогра
ниченно во все стороны.

Как и ранее, точки будем обозначать про
писными латинскими буквами А, Б, С и т. д., а пря
мые — строчными латинскими буквами а, Ь, с и т. д. 
или двумя прописными латинскими буквами А В , CD 
и т. д. Плоскости будем обозначать греческими буква

ми а, р, у и т. д. На рисунках плоскости изображаются 
в виде параллелограмма (рис. 3, а) или в виде произ
вольной области (рис. 3, б).

4
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Параллелепипед

в)
Конус

Рис. 2
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Ясно, что в каждой плоскости лежат 
какие-то точки пространства, но не все точки про
странства лежат в одной и той же плоскости. На рисун

ке 3, б точки А  и В лежат в плоскости Р (плоскость (3 
проходит через эти точки), а точки М , N, Р не лежат 

в этой плоскости. Коротко это записывают так: А  е (5,

В е р, М  £ р, N  е р, Р £ р.
Основные свойства точек, прямых и плоско

стей, касающиеся их взаимного расположения, выраже
ны в аксиомах. Вся система аксиом стереометрии состо
ит из ряда аксиом, большая часть которых нам знакома 
по курсу планиметрии. Полный список аксиом и неко
торые следствия из них приведены в приложении 2 .
Здесь мы сформулируем лишь три аксиомы о взаимном 
расположении точек, прямых и плоскостей в простран
стве. Ниже они обозначены А,, А 2, А 3.

А >

Через любые три точки, не лежащие на одной прямой,
проходит плоскость, и притом только одна.

Иллюстрацией к этой аксиоме может слу
жить модель, изображенная на рисунке 4. Плоскость, 
проходящую через точки А, Б и С, не лежащие на од
ной прямой, иногда называют плоскостью ABC.

Отметим, что если взять не три, а четыре 
произвольные точки, то через них может не проходить 
ни одна плоскость. Иначе говоря, четыре точки могут 
не лежать в одной плоскости. Каждый знаком с таким 
наглядным подтверждением этого факта: если ножки 
стула не одинаковые по длине, то стул стоит на трех 
ножках, т. е. опирается на три «точки», а конец чет
вертой ножки (четвертая «точка») не лежит в плоско
сти пола, а висит в воздухе.

^2

Если две точки прямой лежат в плоскости, то все точ
ки прямой лежат в этой плоскости*.

* Здесь и в дальнейшем, говоря «две точки» («две прямые», 
«три плоскости» и т. д.), будем считать, что эти точки (пря
мые, плоскости) различны.

ме Aj: пластинка поддер
живается тремя точками 
А у В  и С, не лежащими на 
одной прямой 

Рис. 4



В таком случае говорят, что прямая 

лежит в плоскости или плоскость проходит через 

прямую (рис. 5, а).
Свойство, выраженное в аксиоме А 2, исполь

зуется для проверки «ровности» чертежной линейки. 
С этой целью линейку прикладывают краем к плоской 
поверхности стола. Если край линейки ровный (прямо
линейный), то он всеми своими точками прилегает 
к поверхности стола. Если край неровный, то в ка- 
ких-то местах между ним и поверхностью стола обра
зуется просвет.

Из аксиомы А 2 следует, что если прямая не 
лежит в данной плоскости, то она имеет с ней не более 
одной общей точки. Если прямая и плоскость имеют 

только одну общую точку, то говорят, что они пересе

каются (рис. 5, б).

а )
Прямая А В  лежит в пло
скости сс

М

б) х
Прямая а и плоскость а 
пересекаются в точке М

Если две плоскости имеют общую точку, то они имеют 

общую прямую, на которой лежат все общие точки 
этих плоскостей.

В таком случае говорят, что плоскости пе

ресекаются по прямой (рис. 5, в). Наглядной иллюст
рацией аксиомы А 3 является пересечение двух смеж
ных стен, стены и потолка классной комнаты.

Прежде чем перейти к первым следствиям 
из данных аксиом, отметим одно важное обстоятель
ство, которым будем пользоваться в дальнейшем. 
В пространстве существует бесконечно много плоско
стей, и в каждой плоскости справедливы все аксиомы 
и теоремы планиметрии. Более того, признаки равен
ства и подобия треугольников, известные из курса 
планиметрии, справедливы и для треугольников, 
расположенных в разных плоскостях (см. приложе
ние 2).

Плоскости а и р  пересе
каются по прямой а

Рис. 5

3 Некоторые следствия из аксиом 
Теорема

Через прямую и не лежащую на ней точку проходит 
плоскость, и притом только одна.

6  Hi-,г‘)>'пиг



Доказательство
Рассмотрим прямую а и не лежащую на ней 

точку М  (рис. 6). Докажем, что через прямую а и точ
ку М  проходит плоскость. Отметим на прямой а две 
точки Р  и Q. Точки М , Р  и Q не лежат на одной пря
мой, поэтому согласно аксиоме А г через эти точки про

ходит некоторая плоскость а. Так как две точки пря

мой а (Р и Q) лежат в плоскости а, то по аксиоме А 2 
плоскость а проходит через прямую а.

Единственность плоскости, проходящей че
рез прямую а и точку М , следует из того, что любая 
плоскость, проходящая через прямую а и точку М , 
проходит через точки М , Р  и Q. Следовательно, эта 

плоскость совпадает с плоскостью а, так как по аксио
ме А г через точки М , Р  и Q проходит только одна плос
кость. Теорема доказана.

Теорема

Через две пересекающиеся прямые проходит плос
кость, и притом только одна.

Доказательство
Рассмотрим прямые а и Ь, пересекающиеся 

в точке М  (рис. 7), и докажем, что через эти прямые 
проходит плоскость, и притом только одна.

Отметим на прямой b какую-нибудь точ
ку N, отличную от точки Му и рассмотрим плос - 

кость а, проходящую через точку N  и прямую а. Так 

как две точки прямой b лежат в плоскости а, то по ак

сиоме А 2 плоскость а проходит через прямую b. Итак, 

плоскость а проходит через прямые а и Ь. Единствен
ность такой плоскости следует из того, что любая 
плоскость, проходящая через прямые а и Ь, про
ходит через точку N. Следовательно, она совпадает 
с плоскостью а, поскольку через точку N  и прямую а 
проходит только одна плоскость. Теорема доказана.

Вопросы и задачи

1 По рисунку 8 назовите: а) плоскости, в которых лежат прямые 
РЕ, М К , D B , АВ, ЕС; б) точки пересечения прямой D K  с плоско
стью ABC, прямой СЕ с плоскостью A D B ; в) точки, лежащие 
в плоскостях ADB  и DBC; г) прямые, по которым пересекаются 
плоскости ABC  и DCB, ABD  и CDA, PDC  и ABC.

2 По рисунку 9 назовите: а) точки, лежащие в плоскостях DCCX 
и BQC\ б) плоскости, в которых лежит прямая АА^ в) точки пе
ресечения прямой М К  с плоскостью A B D , прямых D K  и ВР

Рис. 7

•М

Рис. 6



с плоскостью г) прямые, по кото
рым пересекаются плоскости АА1В 1 и A C D ,
РВХСХ и ABC ; д) точки пересечения пря
мых М К  и DC, В ХСХ и #Р, CjM и DC.

3 Верно ли, что: а) любые три точки лежат 
в одной плоскости; б) любые четыре точки 
лежат в одной плоскости; в) любые четыре 
точки не лежат в одной плоскости; г) через 
любые три точки проходит плоскость, и при
том только одна?

4 Точки А, В, С и D  не лежат в одной плоско
сти. а) Могут ли какие-то три из них лежать 
на одной прямой? б) Могут ли прямые АВ 
и CD пересекаться? Ответ обоснуйте.

5 Докажите, что через три данные точки, ле
жащие на прямой, проходит плоскость.
Сколько существует таких плоскостей?

6 Три данные точки соединены попарно от
резками. Докажите, что все отрезки лежат 
в одной плоскости.

7 Две прямые пересекаются в точке М . До
кажите, что все прямые, не проходящие 
через точку М  и пересекающие данные 
прямые, лежат в одной плоскости. Лежат 

ли в одной плоскости все прямые, проходящие через точку М?
8 Верно ли утверждение: а) если две точки окружности лежат 

в плоскости, то и вся окружность лежит в этой плоскости; б) если 
три точки окружности лежат в плоскости, то и вся окружность ле
жит в этой плоскости?

9 Две смежные вершины и точка пересечения диагоналей парал

лелограмма лежат в плоскости а. Лежат ли две другие вершины 

параллелограмма в плоскости а? Ответ обоснуйте.
10 Верно ли, что прямая лежит в плоскости данного треугольника, 

если она: а) пересекает две стороны треугольника; б) проходит 
через одну из вершин треугольника?

11 Даны прямая и точка, не лежащая на этой прямой. Докажите, что 
все прямые, проходящие через данную точку и пересекающие дан
ную прямую, лежат в одной плоскости.

12 Точки А, В , С, D  не лежат в одной плоскости. Пересекаются ли 
плоскости, проходящие через точки А, Б, С и А, В , D?

13 Могут ли две плоскости иметь: а) только одну общую точку;
б) только две общие точки; в) только одну общую прямую?

14 Три прямые проходят через одну точку. Через каждые две из них 
проведена плоскость. Сколько всего проведено плоскостей?

15 Три прямые попарно пересекаются. Докажите, что они либо лежат 
в одной плоскости, либо имеют общую точку.
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Глава I
Параллельность прямых 
и плоскостей

И
 Параллельность прямых, 

прямой и плоскости

4 Параллельные прямые в пространстве
Введем понятие параллельных прямых в пространстве. 

Определение

Две прямые в пространстве называются параллельными, если они 
лежат в одной плоскости и не пересекаются.

Параллельность прямых а и Ъ обозначается 
так: а || b. На рисунке 10 прямые а и b параллельны, 
а прямые а и с, а и d не параллельны.

Докажем теорему о парашлельных прямых.

Теорема

Через любую точку пространства, не лежащую на дан
ной прямой, проходит прямая, параллельная данной, 
и притом только одна.

Доказательство
Рассмотрим прямую а и точку М , не лежа

щую на этой прямой (рис. 11). Через прямую а и точку 
М  проходит плоскость, и притом только одна (п. 3).

Обозначим эту плоскость буквой а. Прямая, проходя
щая через точку М  параллельно прямой а, должна ле
жать в одной плоскости с точкой М  и прямой а, т. е. 

должна лежать в плоскости а. Но в плоскости а, как 
известно из курса планиметрии, через точку М  прохо
дит прямая, параллельная прямой а, и притом только 
одна. На рисунке 11 эта прямая обозначена буквой Ь.
Итак, Ъ — единственная прямая, проходящая через 
точку М  параллельно прямой а. Теорема доказана.

В дальнейшем нам понадобятся также по
нятия параллельных отрезков, параллельных отрезка 
и прямой, параллельных лучей. Два отрезка называют
ся параллельными, если они лежат на параллельных 
прямых. Аналогично определяется параллельность от
резка и прямой, а также параллельность двух лучей.

9 Ihlp-J. I. I(’.lb!tUCIfU> Прямы.' 
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На рисунке 12 отрезки CD и EF  параллельны (CD || EF ), 
а отрезки АВ  и CD  не параллельны, отрезок АВ  парал
лелен прямой а (АВ || а).

5 Параллельность трех прямых
Докажем лемму о пересечении плоскости 

параллельными прямыми, необходимую для дальней
шего изложения.

Лемма
Рис. 12

Если одна из двух параллельных прямых пересекает данную 
плоскость, то и другая прямая пересекает эту плоскость.

▼ Доказательство
Рассмотрим параллельные прямые а и Ь, 

одна из которых — прямая а — пересекает плоскость а 
в точке М  (рис. 13, а). Докажем, что прямая b также 

пересекает плоскость а, т. е. имеет с ней только одну 
общую точку.

Обозначим буквой Р плоскость, в которой 
лежат параллельные прямые а и 6. Так как две различ

ные плоскости а и р  имеют общую точку М , то по ак
сиоме А 3 они пересекаются по некоторой прямой р 

(рис. 13, б). Эта прямая лежит в плоскости Р и пересе
кает прямую а (в точке М), поэтому она пересекает па
раллельную ей прямую b в некоторой точке N. Пря

мая р лежит также в плоскости а, поэтому N  — точка 

плоскости а. Следовательно, N  — общая точка пря

мой Ъ и плоскости а.
Докажем теперь, что прямая b не имеет дру

гих общих точек с плоскостью а, кроме точки N. Это 

и будет означать, что прямая Ъ пересекает плоскость а.
Действительно, если бы прямая b имела еще одну общую 

точку с плоскостью а, то она целиком лежала бы 

в плоскости а и, значит, была бы общей прямой плоско

стей а и р, т. е. совпадала бы с прямой р. Но это невоз
можно, так как по условию прямые а и b параллельны, 
а прямые а и р  пересекаются. Лемма доказана. А

Из курса планиметрии известно, что если 
три прямые лежат в одной плоскости и две из них па
раллельны третьей прямой, то эти две прямые парал
лельны. Аналогичное утверждение имеет место и для 
трех прямых в пространстве. Сформулируем и дока
жем это утверждение. Рис. 13

ю
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Теорема
.. * fer'.n*-

Бели две прямые параллельны третьей прямой, то они
параллельны.

Доказательство
Пусть а || с и b || с. Докажем, что а || Ь. Для 

этого нужно доказать, что прямые а и b: 1 ) лежат в од
ной плоскости и 2) не пересекаются.

1) Отметим какую-нибудь точку К  на пря
мой b и обозначим буквой а плоскость, проходящую 
через прямую а и точку К  (рис. 14). Докажем, что 
прямая b лежит в этой плоскости. Действительно, если 

допустить, что прямая Ъ пересекает плоскость а, то по 
лемме о пересечении плоскости параллельными пря

мыми прямая с также пересекает плоскость а. Но так 
как прямые а и с параллельны, то и прямая а пересе

кает плоскость а, что невозможно, ибо прямая а лежит 

в плоскости а.
2) Прямые а и & не пересекаются, так как Рис. 14 

в противном случае через точку их пересечения прохо
дили бы две прямые (а и &), параллельные прямой с,
что невозможно. Теорема доказана.

6 Параллельность примой и плоскости
Если две точки прямой лежат в данной 

плоскости, то согласно аксиоме А 2 вся прямая лежит 
в этой плоскости. Отсюда следует, что возможны три 
случая взаимного расположения прямой и плоскости 
в пространстве:

а) прямая лежит в плоскости (см. рис. 5, а);
б) прямая и плоскость имеют только одну 

общую точку, т. е. пересекаются (см. рис. 5, б);
в) прямая и плоскость не имеют ни одной 

общей точки.
Определение
Прямая и плоскость называются параллельными, если они не
имеют общих точек.

Параллельность прямой а и плоскости а 

обозначается так: а || а. Наглядное представление о пря
мой, параллельной плоскости, дают натянутые троллей
бусные или трамвайные провода — они параллельны 
плоскости земли. Другой пример дает линия пересече
ния стены и потолка — эта линия параллельна плоско
сти пола (рис. 15, а). Заметим, что в плоскости пола
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имеется прямая, параллельная этой линии. Такой пря
мой является, например, линия пересечения пола с той 
же самой стеной.

На рисунке 15, а указанные прямые 
обозначены буквами а и Ъ. Оказывается, что если 

в плоскости а имеется прямая Ь, параллельная пря

мой а, не лежащей в плоскости а, то прямая а и плос

кость а параллельны (рис. 15, б).

Другими словами, наличие в плоскости а 
прямой fo, параллельной прямой а, является призна
ком, по которому можно сделать вывод о параллельно

сти прямой а и плоскости а. Сформулируем это утвер
ждение в виде теоремы.

Теорема
>' f-O.-.--г* it-г- ■ „ >v «V- >.

Если прямая, не лежащая в данной плоскости, парал
лельна какой-нибудь прямой, лежащей в этой плоско
сти, то она параллельна данной плоскости.

Доказательство

Рассмотрим плоскость а и две параллель
ные прямые а и Ь, расположенные так, что прямая Ъ 

лежит в плоскости а, а прямая а не лежит в этой пло

скости (рис. 15, б). Докажем, что а || а.
Допустим, что это не так. Тогда прямая а 

пересекает плоскость а, а значит, по лемме о пересече
нии плоскости параллельными прямыми прямая Ь так

же пересекает плоскость а. Но это невозможно, так 

как прямая Ь лежит в плоскости а. Итак, прямая а не 

пересекает плоскость а, поэтому она параллельна этой 
плоскости. Теорема доказана.

Докажем еще два утверждения, которые 
часто используются при решении задач.

1°. Если плоскость проходит через данную 
прямую, параллельную другой плоскости, и пересека
ет эту плоскость, то линия пересечения плоскостей па
раллельна данной прямой.

Пусть через данную прямую а, параллель

ную плоскости а, проходит плоскость р, пересекающая 

плоскость а по прямой b (рис. 16). Докажем, что Ъ || а. 
Действительно, эти прямые лежат в одной плоскости 

(в плоскости р) и не пересекаются: ведь в противном 

случае прямая а пересекала бы плоскость а, что невоз

можно, поскольку по условию а || а.

а

Рис. 15



2°. Бели одна из двух параллельных пря
мых параллельна данной плоскости, то другая прямая 
либо также параллельна данной плоскости, либо ле
жит в этой плоскости.

В самом деле, пусть а и Ъ — параллельные 

прямые, причем прямая а параллельна плоскости а.

Тогда прямая а не пересекает плоскость а, и, следова
тельно, по лемме о пересечении плоскости парал
лельными прямыми прямая b также не пересекает 

плоскость а. Поэтому прямая Ъ либо параллельна плос- рИс. 17 

кости а, либо лежит в этой плоскости.

Вопросы и задачи

16 Параллельные прямые а и b лежат в плоскости а. Докажите, что 

прямая с, пересекающая прямые а и Ъ, также лежит в плоскости а.
17 На рисунке 17 точки М , N, Q  и Р  — середины отрезков DB, D C , 

АС и АВ. Найдите периметр четырехугольника M N Q P , если 

A D  = 12 см, ВС = 14 см.

18 Точка С лежит на отрезке АВ. Через точку А проведена плоскость, 
а через точки В и С — параллельные прямые, пересекающие эту 
плоскость соответственно в точках В г и Сх. Найдите длину отрез

ка ССи если: а) точка С — середина отрезка АВ и ВВХ = 7 см;

б) АС : СВ = 3 : 2 и ВВХ = 20 см.

19 Стороны АВ и ВС параллелограмма ABCD  пересекают плоскость а. 

Докажите, что прямые A D  и DC  также пересекают плоскость а.

20 Средняя линия трапеции лежит в плоскости а. Пересекают ли 

прямые, содержащие ее основания, плоскость а? Ответ обоснуйте.
21 Треугольники ABC и AB D  не лежат в одной плоскости. Докажите, 

что любая прямая, параллельная отрезку CD, пересекает плоско
сти данных треугольников.

22 Точки А  и В лежат в плоскости а, а точка С не лежит в этой плос
кости. Докажите, что прямая, проходящая через середины отрез

ков АС и ВС, параллельна плоскости а.
23 Точка М  не лежит в плоскости прямоугольника ABCD. Докажите, 

что прямая CD  параллельна плоскости АВМ .
24 Точка М  не лежит в плоскости трапеции ABCD  с основанием AD. 

Докажите, что прямая A D  параллельна плоскости В М С .
25 Докажите, что если данная прямая параллельна прямой, по кото

рой пересекаются две плоскости, и не лежит в этих плоскостях, то 
она параллельна этим плоскостям.

26 Сторона АС треугольника ABC параллельна плоскости а, а сторо
ны АВ и ВС пересекаются с этой плоскостью в точках М  и N . До
кажите, что треугольники АБС и M B N  подобны.
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Рис. 18

27 Точка С лежит на отрезке АВ, причем 

АВ  : ВС = 4 : 3 .  Отрезок C D , равный 12 см, 

параллелен плоскости а, проходящей через 
точку В . Докажите, что прямая A D  пересе

кает плоскость а в некоторой точке Е , и 
найдите отрезок

28 На сторонах АВ  и АС треугольника ABC  
взяты соответственно точки D  и Е так, 

что длина отрезка D E  равна 5 см и ^

Плоскость а проходит через точки В и С 
и параллельна отрезку D E . Найдите длину 
отрезка ВС.

29 В трапеции ABCD  основание ВС равно
12 см. Точка М  не лежит в плоскости тра
пеции, а точка К  — середина отрезка ВЫ.
Докажите, что плоскость A D K  пересекает отрезок М С  в некоторой 
точке Н , и найдите отрезок КН.

30 Основание АВ  трапеции ABCD  параллельно плоскости а, а вер
шина С лежит в этой плоскости. Докажите, что: а) основание CD  

трапеции лежит в плоскости а; б) средняя линия трапеции 

параллельна плоскости а.

31 Плоскость а параллельна стороне ВС треугольника ABC  и прохо

дит через середину стороны АВ. Докажите, что плоскость а прохо
дит также через середину стороны АС.

32 Плоскости аи(3 пересекаются по прямой АВ. Прямая а параллель

на как плоскости а, так и плоскости р. Докажите, что прямые а 
и АВ  параллельны.

Решение
Через точку А  проведем* прямую A M ,  параллельную прямой а 

(рис. 18). Так как прямая а параллельна плоскостям а и Р, то пря

мая A M  лежит как в плоскости а, так и в плоскости р (п. 6 , 
утверждение 2°). Таким образом, A M  — прямая, по которой пере

секаются плоскости а и р, т. е. она совпадает с прямой АВ. Следо
вательно, АВ  || а.

33 Докажите, что если три плоскости, не проходящие через одну пря
мую, попарно пересекаются, то прямые, по которым они пересека
ются, либо параллельны, либо имеют общую точку.

* Выражения «проведем прямую», «проведем плоскость», разуме
ется, не нужно понимать в буквальном смысле (ни прямую, ни 
плоскость в пространстве мы не проводим). Эти слова означа
ют, что указанная прямая или плоскость вводятся в рассмот
рение.

; I . t pd. i .  ' г  ч.ч>п п\ь  r,{>\i.v>,i: 
I, П.К'С\'(Н ill' Li



Взаимное расположение прямых 
в пространстве. 
Угол между двумя прямыми

7 Скрещивающиеся прямые
Если две прямые пересекаются или парал

лельны, то они лежат в одной плоскости. Однако в про
странстве две прямые могут быть расположены так, 
что они не лежат в одной плоскости, т. е. не существу
ет такой плоскости, которая проходит через обе эти 
прямые. Ясно, что такие прямые не пересекаются и не 
параллельны.

Определение
Рис. 19

Две прямые называются скрещивающимися, если они не лежат 
в одной плоскости.

Наглядное представление о скрещиваю
щихся прямых дают две дороги, одна из которых про
ходит по эстакаде, а другая — под эстакадой (рис. 19).

Докажем теорему, которая выражает при
знак скрещивающихся прямых.

Теорема
~ - щ ж  

Если одна из двух прямых лежит в некоторой плоско
сти, а другая прямая пересекает эту плоскость в точке, 
не лежащей на первой прямой, то эти прямые скрещи
вающиеся.

Доказательство
Рассмотрим прямую АВ, лежащую в плос

кости а, и прямую CD , пересекающую эту плоскость 
в точке С, не лежащей на прямой АВ (рис. 20). Дока
жем, что АВ и CD  — скрещивающиеся прямые, т. е. 
они не лежат в одной плоскости. Действительно, если 
допустить, что прямые АВ и CD  лежат в некоторой 

плоскости р, то плоскость Р будет проходить через пря

мую АВ и точку С и поэтому совпадет с плоскостью а.

Но это невозможно, так как прямая CD  не лежит 

в плоскости а. Теорема доказана.
Итак, возможны три случая взаимного рас

положения двух прямых в пространстве:
а) прямые пересекаются, т. е. имеют толь

ко одну общую точку (рис. 2 1 , а);
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а)

Пересекающиеся прямые

б)

Параллельные прямые

в)

Скрещивающиеся прямые

Рис. 21

б) прямые параллельны, т. е. лежат в одной 
плоскости и не пересекаются (рис. 2 1 , б);

в) прямые скрещиваются, т. е. не лежат 
в одной плоскости (рис. 2 1 , в).

Докажем еще одну теорему о скрещиваю
щихся прямых.

Теорема

Через каждую из двух скрещивающихся прямых про
ходит плоскость, параллельная другой прямой, и при
том только одна.

Доказательство
Рассмотрим скрещивающиеся прямые АВ  

и CD  (рис. 22). Докажем, что через прямую АВ  прохо
дит плоскость, параллельная прямой CD,  и такая 
плоскость только одна.

Проведем через точку А  прямую А Е , парал

лельную прямой CD,  и обозначим буквой а плоскость, 
проходящую через прямые АВ  и АЕ.  Так как пря

мая CD не лежит в плоскости а и параллельна пря
мой АЕ,  лежащей в этой плоскости, то прямая CD  

параллельна плоскости а.

Ясно, что плоскость а — единственная плос
кость, проходящая через прямую АВ  и параллельная 
прямой CD.  В самом деле, любая другая плоскость, про
ходящая через прямую АВ,  пересекается с прямой АЕ,  
а значит, пересекается и с параллельной ей прямой CD.
Теорема доказана.

Наглядной иллюстрацией этой теоремы слу
жат две дороги, одна из которых проходит по эстакаде, 
а другая — под эстакадой (см. рис. 19). Нижняя доро
га лежит в плоскости земли, параллельной дороге на 
эстакаде. Ясно, что и через дорогу на эстакаде прохо
дит плоскость, параллельная плоскости земли, а зна
чит, параллельная нижней дороге.

D

Рис. 22



8 Углы с сонаправленными сторонами 
Согласно одной из аксиом (см. приложе

ние 2) любая прямая а, лежащая в плоскости, разделя
ет эту плоскость на две части, называемые полуплоско
стями (рис. 23). Прямая а называется границей каж
дой из этих полуплоскостей. Любые две точки одной 
и той же полуплоскости лежат по одну сторону от пря
мой а, а любые две точки разных полуплоскостей — по 
разные стороны от этой прямой (см. рис. 23).

Два луча ОА и ОхА х, не лежащие на одной 
прямой, называются сонаправленными, если они па
раллельны и лежат в одной полуплоскости с грани
цей OOi. Лучи ОА и О хА и лежащие на одной прямой, 
называются сонаправленными, если они совпадают 
или один из них содержит другой. На рисунке 24 лучи 
ОА и ОхА х, а также лучи А 2В2 и 02В2 сонаправлены, 
а лучи ОА и 02А 2, ОА и 0 3А 3, 02А 2 и 02В2 не являются 
сонаправленными (объясните почему). Докажем теоре
му об углах с сонаправленными сторонами.

Теорема

Рис. 23

Если стороны двух углов соответственно сонаправле
ны, то такие углы равны.

Доказательство
Ограничимся рассмотрением случая, ко

гда углы О и Oi с соответственно сонаправленными 
сторонами лежат в разных плоскостях, и докажем, 

что ZO  = Z O x.
Отметим на сторонах угла О какие-нибудь 

точки А  и Б и отложим на соответственных сторонах 

угла Oj отрезки 0 1А 1 - ОА и О хВ х = ОБ  (рис. 25). Так 
как лучи ОА и ОхА х сонаправлены и ОА =0 ,А ,, то полу
чится параллелограмм ОААх Ох и, следовательно,
ААХ \\ООх и ААХ = OOi. Аналогично получаем: ВВХ || ОО х 
и ВВХ = ООг. Отсюда следует, что ААХ || ВВХ и ААХ = ВВХ, 

а, значит, АВВ1А 1 — параллелограмм и АВ = А ХВ Х.
Сравним теперь треугольники АОВ  и А гО хВ х.

Они равны по трем сторонам, и поэтому ZO  = Z O x.
Теорема доказана.

Т Замечание
При доказательстве мы неявно воспользова

лись тем, что отрезки АВ и А гВ г не пересекаются (в про
тивном случае параллелограммом оказалась бы фигу
ра АВ 1ВА1, а не АВВХА Х). Докажем это. Допустим, что 
отрезки АВ  и А ХВХ пересекаются. Тогда плоскости АОВ 
и А хОхВх пересекаются по некоторой прямой а. Поскольку 
ОА I OjAu то ОА\АхОгВ и поэтому а || ОА (см. п. 6). рИс. 25
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Аналогично а || ОБ. Но этого не может быть, так как через. 
точку О  проходит одна прямая, параллельная прямой а. 
Следовательно, отрезки АВ и А 1В1 не пересекаются. Д

9 Угол между прямыми
Любые две пересекающиеся прямые лежат 

в одной плоскости и образуют четыре неразвернутых 
угла. Если известен один из этих углов, то можно най
ти и другие три угла (рис. 26). Пусть а — тот из углов, 
который не превосходит любого из трех остальных уг
лов. Тогда говорят, что угол между пересекающимися 

прямыми равен а. Очевидно, 0° < а < 90°.
Введем теперь понятие угла между скрещи

вающимися прямыми. Пусть АВ  и CD  — две скрещи
вающиеся прямые (рис. 27, а). Через произвольную 
точку Mj проведем прямые А ХВХ и CXD U соответственно 
параллельные прямым АВ  и CD (рис. 27, б).

Если угол между прямыми А 1В 1 и ра
вен ф, то будем говорить, что угол между скрещиваю

щимися прямыми АВ  и CD равен ф.
Докажем, что угол между скрещивающи

мися прямыми не зависит от выбора точки М х. 
Действительно, возьмем любую другую точку М 2 и 
проведем через нее прямые А 2В2 и C2D 2, соответственно 
параллельные прямым АВ и CD  (см. рис, 27, б). Так 
как А ^  || А2В2, CXD X || C2D 2 (объясните почему), то сто
роны углов с вершинами М г и М 2 попарно сонаправ

лены (на рис. 27, б такими углами являются Z A XM XCX и 

Z A 2M 2C2, Z A lM iD l и Z A 2M 2D 2 и т. д.). Поэтому эти уг
лы соответственно равны. Отсюда следует, что угол 

между прямыми А 2В2 и C2D 2 также равен <р.
В качестве точки М х можно взять любую 

точку на одной из скрещивающихся прямых. На ри
сунке 27, в на прямой CD  отмечена точка М  и через 
нее проведена прямая А'Б', параллельная АВ. Угол 

между прямыми А'Б' и CD  также равен ф.

Вопросы и задачи
34 Точка D  не лежит в плоскости треугольни

ка АБС, точки М , N  и Р  — середины отрез
ков DA, DB  и DC соответственно, точка К  
лежит на отрезке B N . Выясните взаимное 
расположение прямых: a) N D  и АВ; б) РК  
и ВС; в) M N  и АВ; г) М Р  и АС; д) K N  
и AC; е) M D  и ВС.

35 Через точку М , не лежащую на прямой а, 
проведены две прямые, не имеющие общих

\б

а)

в)

Рис. 27

18 И и р а л л е л ь н о сть  прям ы х  
и пл о скостей



точек с прямой а. Докажите, что по крайней мере одна из этих 
прямых и прямая а являются скрещивающимися прямыми.

36 Прямая с пересекает прямую а и не пересекает прямую Ь, параллель
ную прямой а. Докажите, что Ъ и с — скрещивающиеся прямые.

37 Прямая т  пересекает сторону АВ  треугольника ABC . Каково вза
имное расположение прямых т  и ВС , если: а) прямая т  лежит 
в плоскости АБС и не имеет общих точек с отрезком АС; б) пря
мая т  не лежит в плоскости ABC?

38 Через вершину А  ромба ABCD  проведена прямая а, параллель
ная диагонали B D , а через вершину С — прямая Ъ, не лежащая 
в плоскости ромба. Докажите, что: а) прямые а и CD  пересека
ются; б) а и b — скрещивающиеся прямые.

39 Докажите, что если АВ и CD  скрещивающиеся прямые, то A D  и ВС 
также скрещивающиеся прямые.

40 На скрещивающихся прямых а и b отмечены соответственно точки 

М  и N. Через прямую а и точку N  проведена плоскость а, а через 

прямую b и точку М  — плоскость р. а) Лежит ли прямая b в плос

кости а? б) Пересекаются ли плоскости а и Р? При положитель
ном ответе укажите прямую, по которой они пересекаются.

41 Может ли каждая из двух скрещивающихся прямых быть парал
лельна третьей прямой? Ответ обоснуйте.

42 Даны параллелограмм ABCD  и трапеция АВЕК  с основанием Е К , не 
лежащие в одной плоскости, а) Выясните взаимное расположение 
прямых CD и ЕК. б) Найдите периметр трапеции, если известно, 

что в нее можно вписать окружность и АВ = 22,5 см, ЕК = 27,5 см.
43 Докажите, что середины сторон пространственного четырехуголь

ника* являются вершинами параллелограмма.
44 Прямые О В и CD  параллельные, а ОА и CD  — скрещивающиеся 

прямые. Найдите угол между прямыми ОА и CD, если:

a) ZAOB  = 40°; б) ZAOB  = 135°; в) Z AO B  = 90°.
45 Прямая а параллельна стороне ВС параллелограмма ABCD  и не ле

жит в плоскости параллелограмма. Докажите, что а и CD  — скре
щивающиеся прямые, и найдите угол между ними, если один из 

углов параллелограмма равен: а) 50°; б) 121°.
46 Прямая т  параллельна диагонали BD  ромба ABCD  и не лежит 

в плоскости ромба. Докажите, что: а) т  и АС — скрещивающиеся 
прямые — и найдите угол между ними; б) т  и A D  — скрещиваю
щиеся прямые — и найдите угол между ними, если угол ABC  ра

вен 128°.
47 В пространственном четырехугольнике ABCD  стороны АВ  и CD 

равны. Докажите, что прямые АВ  и CD  образуют равные углы 
с прямой, проходящей через середины отрезков ВС и AD.

* Четырехугольник называется пространственным, если его 
вершины не лежат в одной плоскости.

19



Параллельность плоскостей

10 Параллельные плоскости
Мы знаем, что если две плоскости имеют 

общую точку, то они пересекаются по прямой (аксио
ма А 3). Отсюда следует, что две плоскости либо пересе
каются по прямой (рис. 28, а), либо не пересекаются, 
т. е. не имеют ни одной общей точки (рис. 28, б).

Определение

Две плоскости называются параллельными, если они не пересека
ются.

Представление о параллельных плоскостях 
дают пол и потолок комнаты, две противоположные 
стены, поверхность стола и плоскость пола.

Параллельность плоскостей а и (3 обозна
чается так: а || р. Рассмотрим признак параллельности 
двух плоскостей.

Теорема

Если две пересекающиеся прямые одной плоскости со
ответственно параллельны двум прямым другой плос
кости, то эти плоскости параллельны.

Доказательство
Рассмотрим две плоскости а и р  (рис. 29).

В плоскости а лежат пересекающиеся в точке М  пря
мые а и Ь, а в плоскости Р — прямые ах и Ьи причем 

а || ах и & || Ьг. Докажем, что а || р. Прежде всего отме
тим, что по признаку параллельности прямой и плоско
сти а |' р и b || р.

б)

Плоскости а и р  параллельны 

Рис. 28 Рис. 29



Допустим, что плоскости а и р не парал
лельны. Тогда они пересекаются по некоторой прямой с. 
Мы получили, что плоскость а проходит через пря

мую а, параллельную плоскости р, и пересекает плос

кость Р по прямой с. Отсюда следует (по свойству 1°, 
п. 6), что прямые а и с параллельны.

Но плоскость а проходит также через пря

мую b, параллельную плоскости р. Поэтому Ъ || с. Та
ким образом, через точку М  проходят две прямые а 
и Ь, параллельные прямой с. Но это невозможно, так 
как по теореме о параллельных прямых через точку М  
проходит только одна прямая, параллельная прямой с. 
Значит, наше допущение неверно и, следовательно, 

а || р. Теорема доказана.

11 Свойства параллельных плоскостей
Рассмотрим два свойства параллельных 

плоскостей.
1°. Если две параллельные плоскости пере

сечены третьей, то линии их пересечения параллельны.
Наглядным подтверждением этого факта 

служат линии пересечения пола и потолка со стеной 
комнаты — эти линии параллельны.

Для доказательства данного свойства рас
смотрим прямые а и Ь, по которым параллельные плос

кости а и Р пересекаются с плоскостью у (рис. 30). До
кажем, что прямые а и Ь параллельны. Эти прямые 

лежат в одной плоскости (в плоскости у) и не пересе
каются. В самом деле, если бы прямые а и Ъ пересека

лись, то плоскости а и р  имели бы общую точку, что 
невозможно, так как эти плоскости параллельны.

Итак, прямые а и b лежат в одной плоско
сти и не пересекаются, т. е. прямые а и b параллельны.

2°. Отрезки параллельных прямых, заклю
ченные между параллельными плоскостями, равны.

Для доказательства этого свойства рассмот
рим отрезки АВ и CD  двух параллельных прямых, за

ключенные между параллельными плоскостями а и р  

(рис. 31). Докажем, что АВ = CD . Плоскость у, прохо
дящая через параллельные прямые АВ и CD , пересека

ется с плоскостями а и Р по параллельным прямым АС 
и BD  (свойство 1°). Таким образом, в четырехугольни
ке ABDC  противоположные стороны попарно парал
лельны, т. е. ABDC  — параллелограмм. Но в парал
лелограмме противоположные стороны равны, поэтому 
отрезки АВ  и CD  равны.

а

Рис.

7

Рис. 31
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Вопросы и задачи
48 Укажите модели параллельных плоскостей на предметах классной 

обстановки.
49 Прямая т  пересекает плоскость а в точке Б. Существует ли плос

кость, проходящая через прямую т  и параллельная плоскости а?
50 Плоскости а и р  параллельны, прямая т  лежит в плоскости а. 

Докажите, что прямая т  параллельна плоскости р.

51 Докажите, что плоскости а и р  параллельны, если две пересекаю
щиеся прямые т  и п плоскости а параллельны плоскости р.

52 Две стороны треугольника параллельны плоскости а. Докажите, 

что и третья сторона параллельна плоскости а.
53 Три отрезка А ХА 2, В ХВ2 и СгС2> не лежащие в одной плоскости, име

ют общую середину. Докажите, что плоскости AiBxCx и А 2В2С2 па
раллельны.

54 Точка Б не лежит в плоскости треугольника ADC, точки М , N  
и Р  — середины отрезков БА, ВС и BD  соответственно.
а) Докажите, что плоскости M N P  и ADC  параллельны.
б) Найдите площадь треугольника M N P , если площадь треуголь
ника ADC  равна 48 см2.

55 Докажите, что если прямая а пересекает плоскость а, то она пе
ресекает также любую плоскость, параллельную данной плоско

сти а.

Решение
Рассмотрим произвольную плоскость Р, параллельную плоско

сти а. Через какую-нибудь точку Б плоскости Р проведем пря
мую Ъ, параллельную прямой а.

Так как прямая а пересекает плоскость а, то прямая Ъ также пере
секает эту плоскость. Следовательно, прямая Ъ пересекает плос
кость р (а не лежит в ней). Поэтому прямая а также пересекает 
плоскость р.

56 Плоскости а и Р параллельны, А  — точка плоскости а. Докажите, 
что любая прямая, проходящая через точку А  и параллельная 
плоскости р, лежит в плоскости а.

57 Прямая а параллельна одной из двух параллельных плоскостей. 
Докажите, что прямая а либо параллельна другой плоскости, либо 
лежит в ней.

58 Докажите, что если плоскость у пересекает одну из параллельных 

плоскостей а и Р, то она пересекает и другую плоскость. 

Решение
Пусть плоскость у пересекает плоскость а по прямой а. Докажем, 

что плоскость у пересекает также плоскость р. Проведем в плоско

сти у прямую b, пересекающую прямую а. Прямая b пересекает 
плоскость а, поэтому она пересекает и параллельную ей плос

кость р (задача 55). Следовательно, и плоскость у, в которой лежит 
прямая Ь, пересекает плоскость р.

Параллельность прямых
и плоскостей
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Рис. 32

59 Докажите, что через точку А, не лежа

щую в плоскости а, проходит плоскость, 

параллельная плоскости а, и притом толь
ко одна.

Решение

Проведем в плоскости а две пересекающие
ся прямые а и Ь, а через точку А  проведем 

прямые аг и Ьи соответственно параллель
ные прямым а и Ь> Рассмотрим плос

кость р, проходящую через прямые аг и Ьг.

Плоскость Р — искомая, так как она про

ходит через точку А  и по признаку парал
лельности двух плоскостей параллельна 

плоскости а.

Докажем теперь, что Р — единственная плоскость, проходящая 

через данную точку А  и параллельная плоскости а. В самом деле, 
любая другая плоскость, проходящая через точку А, пересекает 

плоскость р, поэтому пересекает и параллельную ей плоскость а 
(задача 58).

Две плоскости а и р  параллельны плоскости у. Докажите, что 

плоскости а и р  параллельны.

Даны две пересекающиеся прямые а и & и точка А, не лежа
щая в плоскости этих прямых. Докажите, что через точку А  про
ходит плоскость, параллельная прямым а и Ь, и притом только 
одна.
Для проверки горизонтальности установки диска угломерных ин
струментов пользуются двумя уровнями, расположенными в пло
скости диска на пересекающихся прямых. Почему уровни нельзя 
располагать на параллельных прямых?

Параллельные плоскости а и р  пересекают сторону АВ  угла ВАС 
соответственно в точках A t и А 2, а сторону АС этого уг
ла — соответственно в точках В г и В2. Найдите: а) АА2 и АВ2, если 

А ХА 2 = 2АХА  = 12 см, А В Х - 5 см; б) А 2В2 и АА2, если А 1В 1 — 18 см, 

ААг = 24 см, АА2 ^AjAg.

64 Три прямые, проходящие через одну точку и не лежащие в одной 
плоскости, пересекают одну из параллельных плоскостей в точках 

А и В х и Ci, а другую — в точках А 2, В2 и С2. Докажите, что тре
угольники А 1В 1С1 и А 2В 2С2 подобны.

65 Параллельные отрезки А ХА 2, В АВ2 и СХС2 заключены между парал

лельными плоскостями а и р  (рис. 32).
а) Определите вид четырехугольников А 1В1В2А 29 В1С1С2В2 иА 1С1С2А 2.

б) Докажите, что A A ^ C j  = А А 2В2С2.



Тетраэдр и параллелепипед

12 Тетраэдр
Одна из глав нашего курса будет посвящена Б

многогранникам — поверхностям геометрических тел, 
составленным из многоугольников. Но еще до подробно
го изучения многогранников мы познакомимся с двумя 
из них — тетраэдром и параллелепипедом. Это даст 
нам возможность проиллюстрировать понятия, связан
ные со взаимным расположением прямых и плоскостей, 
на примере двух важных геометрических тел.

Прежде чем ввести понятия тетраэдра и па
раллелепипеда, вспомним, что мы понимали под мно
гоугольником в планиметрии. Многоугольник мы рас
сматривали либо как замкнутую линию без самопере
сечений, составленную из отрезков (рис. 33, а), либо 
как часть плоскости, ограниченную этой линией, 
включая ее саму (рис. 33, б). При рассмотрении по
верхностей и тел в пространстве будем пользоваться 
вторым толкованием многоугольника. При таком тол
ковании любой многоугольник в пространстве пред
ставляет собой плоскую поверхность.

Перейдем теперь к определению тетраэдра.
Рассмотрим произвольный треугольник ABC 

и точку D , не лежащую в плоскости этого треугольни
ка. Соединив точку D  отрезками с вершинами тре
угольника АБС, получим треугольники DAB, ВВС 
и DCA. Поверхность, составленная из четырех тре
угольников ABC, DAB, ВВС  и DCA, называется тетра
эдром и обозначается так: ВАВС (рис. 34).

Треугольники, из которых состоит тетраэдр, 
называются гранями, их стороны — ребрами, а верши
ны — вершинами тетраэдра. Тетраэдр имеет четыре 
грани, шесть ребер и четыре вершины. Два ребра тетра
эдра, не имеющие общих вершин, называются противо
положными. На рисунке 34 противоположными явля
ются ребра AD  и БС, BD  и АС, СВ и АБ. Иногда выделя
ют одну из граней тетраэдра и называют ее основанием, 
а три другие — боковыми гранями.

Тетраэдр изображается обычно так, как по
казано на рисунках 34 и 35, т. е. в виде выпуклого или 
невыпуклого четырехугольника с диагоналями. При рис. 34

Многоугольник ABCDE — 
фигура, составленная из 
отрезков

В

Многоугольник ABCDE — 
часть плоскости, ограни
ченная линией ABCDE

Рис. 33

В
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этом штриховыми линиями изображаются невидимые 
ребра. На рисунке 34 невидимым является только реб
ро АС, а на рисунке 35 — ребра ЕК, KF  и KL.

13 Параллелепипед
Рассмотрим два равных параллелограмма 

ABCD  и A XB XCXD X, расположенных в параллельных 
плоскостях так, что отрезки ААи ВВг, ССХ и D D X па
раллельны (рис. 36, а). Четырехугольники

АВВхА и ВССгВи CDDXC19 DAA1D 1 (1)

также являются параллелограммами, так как каждый 
из них имеет попарно параллельные противоположные 
стороны, например, в четырехугольнике АВВХА Х сторо
ны AAj и ВВХ параллельны по условию, а стороны АВ  
и А 1В 1 — по свойству линий пересечения двух парал
лельных плоскостей третьей (свойство 1°, п. 11). Поверх
ность, составленная из двух равных параллелограммов 
ABCD  и A 1B 1ClD 1 и четырех параллелограммов (1), на
зывается параллелепипедом и обозначается так: 
ABCDAXB  jC XD  i*

Параллелограммы, из которых составлен 
параллелепипед, называются гранями, их стороны — 
ребрами, а вершины параллелограммов — вершинами 
параллелепипеда. Параллелепипед имеет шесть гра
ней, двенадцать ребер и восемь вершин. Две грани па
раллелепипеда, имеющие общее ребро, называются 
смежными, а не имеющие общих ребер — противопо
ложными. На рисунке 36, б противоположными явля
ются грани ABCD  и A XB XCXD X, АВВ}А Х и DCClD 1, 
A D D XA X и ВСС1В 1. Две вершины, не принадлежащие 
одной грани, называются противоположными. Отре
зок, соединяющий противоположные вершины, назы
вается диагональю параллелепипеда. Каждый парал
лелепипед имеет четыре диагонали. На рисунке 36, б 
диагоналями являются отрезки АСг, B D X, САХ и D B X.

Часто выделяют какие-нибудь две противо
положные грани и называют их основаниями, а осталь
ные грани — боковыми гранями параллелепипеда. 
Ребра параллелепипеда, не принадлежащие основа
ниям, называются боковыми ребрами. Так, если в ка
честве оснований выбрать грани ABCD  и A lB xC1D x, то 
боковыми гранями будут параллелограммы (1 ), а боко
выми ребрами — отрезки AAj, BB Xi ССХ и D D X.

Параллелепипед изображается обычно так, 
как показано на рисунке 36, б. При этом изображениями
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граней являются параллелограммы; невидимые ребра 
и другие невидимые отрезки, например диагонали, 
изображаются штриховыми линиями*.

Рассмотрим два свойства параллелепипеда.

1°. Противоположные грани параллелепи
педа параллельны** и равны.

Докажем, например, параллельность и ра
венство граней АВВХА Х и DCCXD X параллелепипеда 
ABCDA1B lC1D 1 (рис. 37, а). Так как ABCD  и A B D XA X — 
параллелограммы, то АВ  || ВС и ААХ || В В Х. Таким обра
зом, две пересекающиеся прямые АВ  и ААХ одной гра
ни соответственно параллельны двум пересекающимся 
прямым СВ и D D X другой грани. Отсюда по признаку 
параллельности плоскостей следует, что грани АВВХА Х 
и ВССХВ Х параллельны.

Докажем теперь равенство этих граней. Так 
как все грани параллелепипеда — параллелограммы, 

то АВ = ВС и ААХ = D B X. По этой же причине стороны 
углов А ХАВ  и B XDC  соответственно сонаправлены, и, 
значит, эти углы равны. Таким образом, две смежные 
стороны и угол между ними параллелограмма АВВХА Х 
соответственно равны двум смежным сторонам и углу 
между ними параллелограмма ВССХВ Х, поэтому эти па
раллелограммы равны.

2°. Диагонали параллелепипеда пересека
ются в одной точке и делятся этой точкой пополам.

Чтобы доказать это свойство, рассмотрим 
четырехугольник А ХВ ХСВ, диагонали которого А ХС и В ХВ 
являются диагоналями параллелепипеда АВСВАХВХСХВ Х 

(см. рис. 37, а). Так как А ХВ Х || ВС и А ХВ Х = ВС (объяс
ните почему), то А {В ХСВ — параллелограмм. Поэтому 
диагонали А ХС и В ХВ пересекаются в некоторой точке О 
и этой точкой делятся пополам.

Далее рассмотрим четырехугольник А В ХСХВ 
(рис. 37, б). Он также является параллелограммом (до
кажите это), и, следовательно, его диагонали АСХ и В ХВ 
пересекаются и точкой пересечения делятся пополам. 
Но серединой диагонали В ХВ является точка О. Таким

А С,

D 1 С,

б)

Di С,

в)

Рис. 37

* Более подробно об изображении пространственных фигур на 
плоскости, в частности параллелепипеда, рассказано в прило
жении 1.

Две грани параллелепипеда называются параллельными, если 
их плоскости параллельны.
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образом, диагонали А ХС, D XB  и АСХ пересекаются в точ
ке О и делятся этой точкой пополам.

Наконец, рассматривая четырехугольник 
A XBXCD (рис. 37, в), точно так же устанавливаем, что 
и четвертая диагональ D B 1 параллелепипеда проходит 
через точку О и делится ею пополам.

14 Задачи на построение сечений
Для решения многих геометрических задач, 

связанных с тетраэдром и параллелепипедом, полезно 
уметь строить на рисунке их сечения различными 
плоскостями. Уточним, что понимается под сечением 
тетраэдра или параллелепипеда. Назовем секущей 
плоскостью тетраэдра (параллелепипеда) любую плос
кость, по обе стороны от которой имеются точки данно
го тетраэдра (параллелепипеда). Секущая плоскость 
пересекает грани тетраэдра (параллелепипеда) по от
резкам. Многоугольник, сторонами которого являются 
эти отрезки, называется сечением тетраэдра (паралле
лепипеда). Так как тетраэдр имеет четыре грани, то 
его сечениями могут быть только треугольники и четы
рехугольники (рис. 38). Параллелепипед имеет шесть 
граней. Его сечениями могут быть треугольники, четы
рехугольники (рис. 39, а), пятиугольники (рис. 39, б) 
и шестиугольники (рис. 39, в).

При построении сечений параллелепипеда 
на рисунке следует учитывать тот факт, что если се
кущая плоскость пересекает две противоположные 
грани по каким-то отрезкам, то эти отрезки парал
лельны (свойство 1°, п. 11). Так, на рисунке 39, б се
кущая плоскость пересекает две противоположные 
грани (левую и правую) по отрезкам АВ  и CD , а две 
другие противоположные грани (переднюю и зад
нюю) — по отрезкам АЕ  и ВС, поэтому АВ  || CD  
и АЕ  || ВС. По той же причине на рисунке 39, в 
АВ || ED, AF  || CD, ВС || E F . Отметим также, что для 
построения сечения достаточно построить точки пере
сечения секущей плоскости с ребрами тетраэдра (па
раллелепипеда), после чего остается провести отрез
ки, соединяющие каждые две построенные точки, ле
жащие в одной и той же грани.

Рассмотрим примеры построения различ
ных сечений тетраэдра и параллелепипеда.

Задача 1
На ребрах АВ, BD  и CD  тетраэдра ABCD  от

мечены точки М , N  и Р  (рис. 40, а). Построить сечение 
тетраэдра плоскостью M N P .
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Решение
Построим сначала прямую, по которой плос

кость M N P  пересекается с плоскостью грани АБС. Точ
ка М  является общей точкой этих плоскостей. Для по
строения еще одной общей точки продолжим отрезки NP  
и ВС до их пересечения в точке Е (рис. 40, б), которая 
и будет второй общей точкой плоскостей M N P  и ABC. 
Следовательно, эти плоскости пересекаются по пря
мой M E . Прямая M E  пересекает ребро АС в некоторой 
точке Q. Четырехугольник M N P Q  — искомое сечение.

Если прямые NP  и ВС параллельны 
(рис. 40, в), то прямая NP  параллельна грани ABC, поэто

му плоскость M N P  пересекает эту грань по прямой МЕ\ 
параллельной прямой NP. Точка Q, как и в первом слу

чае, есть точка пересечения ребра АС с прямой ME'.

Задача 2
Точка М  лежит на боковой грани ADB  тет

раэдра DABC  (рис. 41, а). Построить сечение тетраэдра 
плоскостью, проходящей через точку М  параллельно 
основанию ABC.

Решение
Так как секущая плоскость параллельна 

плоскости АБС, то она параллельна прямым АВ, ВС 
и СА. Следовательно, секущая плоскость пересекает бо
ковые грани тетраэдра по прямым, параллельным сто
ронам треугольника АБС (п. 6, утверждение 1°). Отсю
да вытекает следующий способ построения искомого 
сечения. Проведем через точку М  прямую, параллель
ную отрезку АВ, и обозначим буквами Р и Q точки 
пересечения этой прямой с боковыми ребрами DA  и DB  
(рис. 41, б). Затем через точку Р  проведем прямую, па
раллельную отрезку АС, и обозначим буквой R точку 
пересечения этой прямой с ребром DC. Треуголь
ник PQR  — искомое сечение.

Задача 3
На ребрах параллелепипеда даны три точ

ки А, Б и С. Построить сечение параллелепипеда 
плоскостью АБС.

Решение
Построение искомого сечения зависит от то

го, на каких ребрах параллелепипеда лежат точки А, Б 
и С. Рассмотрим некоторые частные случаи. Если точ
ки А, Б и С лежат на ребрах, выходящих из одной вер
шины (см. рис. 39, а), нужно провести отрезки АБ, ВС 
и СА, и получится искомое сечение — треуголь
ник ABC. Если точки А, Б и С расположены так, как

D

а )

D

D

в)

Рис. 40
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показано на рисунке 39, б, то сначала нужно провести 
отрезки АВ и ВС, а затем через точку А  провести пря
мую, параллельную ВС, а через точку С — прямую, 
параллельную АВ. Пересечения этих прямых с ребра
ми нижней грани дают точки Е п D. Остается прове
сти отрезок ED, и искомое сечение — пятиугольник 
ABCDE  — построено.

Более трудный случай, когда данные точ
ки А, В и С расположены так, как показано на рисун
ке 39, в. В этом случае можно поступить так. Сначала 
построим прямую, по которой секущая плоскость пере
секается с плоскостью нижнего основания. Для этого 
проведем прямую АВ  и продолжим нижнее ребро, ле
жащее в той же грани, что и прямая АВ, до пересече
ния с этой прямой в точке М . Далее через точку М  
проведем прямую, параллельную прямой ВС. Это 
и есть прямая, по которой секущая плоскость пересе
кается с плоскостью нижнего основания. Эта прямая 
пересекается с ребрами нижнего основания в точках Е 
и F. Затем через точку Е проведем прямую, парал
лельную прямой АВ, и получим точку D. Наконец, 
проводим отрезки AF  и CD, и искомое сечение — 
шестиугольник ABCDEF  — построено.

>С

б)
Рис. 41

Задачи

66 Назовите все пары скрещивающихся (т. е. принадлежащих скре
щивающимся прямым) ребер тетраэдра A BCD . Сколько таких пар 
ребер имеет тетраэдр?

67 В тетраэдре DABC  дано: Z A D B  = 54°, Z B D C  = 72°, ZC D A  = 90°, 

DA  = 20 см, BD  = 18 см, DC = 21 см. Найдите: а) ребра основания 
ABC  данного тетраэдра; б) площади всех боковых граней.

68 Точки М  и N  — середины ребер АВ  и АС тетраэдра ABCD. Дока
жите, что прямая M N  параллельна плоскости BCD.

69 Через середины ребер АВ и ВС тетраэдра SABC проведена плос
кость параллельно ребру SB. Докажите, что эта плоскость пересе
кает грани SAB  и SBC  по параллельным прямым.

70 Докажите, что плоскость, проходящая через середины ребер АВ, 
АС и A D  тетраэдра ABCD, параллельна плоскости B C D .

71 Изобразите тетраэдр DABC  и на ребрах D B , DC  и ВС отметьте соот
ветственно точки М , N  и К. Постройте точку пересечения: а) пря
мой M N  и плоскости ABC; б) прямой K N  и плоскости ABD.

72 Изобразите тетраэдр DABC  и постройте сечение этого тетраэдра 
плоскостью, проходящей через точку М  параллельно плоскости 
грани ABC, если: а) точка М  является серединой ребра AD;
б) точка М  лежит внутри грани ABD.

73 В тетраэдре ABCD  точки М , N  и Р являются серединами ребер АВ, 
ВС и CD, АС = 10 см, B D  — 12 см. Докажите, что плоскость M N P



проходит через середину К  ребра AD, 
и найдите периметр четырехугольника, 
полученного при пересечении тетраэдра 
с плоскостью M N P .

Вг
С

74 Через точку пересечения медиан грани 
BCD  тетраэдра ABCD  проведена пло
скость, параллельная грани ABC . а) До
кажите, что сечение тетраэдра этой пло
скостью есть треугольник, подобный тре
угольнику АБС. б) Найдите отношение

А

D

С

площадей сечения и треугольника АБС. Рис. 42

75 Изобразите тетраэдр K L M N . а) Построй
те сечение этого тетраэдра плоскостью, проходящей через реб
ро KL  и середину А  ребра M N . б) Докажите, что плоскость, прохо
дящая через середины Е, О и F отрезков L M , М А  и М К , парал
лельна плоскости L K A . Найдите площадь треугольника E O F , если 
площадь треугольника LKA  равна 24 см2.

76 Дан параллелепипед ABCDAXB XCXD X. Докажите, что AC  || А ХСХ 
и BD  || B XD X.

77 Сумма всех ребер параллелепипеда ABCDAXB XCXD X равна 120 см.

Найдите каждое ребро параллелепипеда, если ^
ВС  5  .В  .о  j  6

78 На рисунке 42 изображен параллелепипед, ABCDAXB XCXD X, на реб

рах которого отмечены точки М , N , М х и N x так, что A M  = CN  = 

= А ХМ Х = CXN X. Докажите, что M B N D M XB XN XD X — параллелепипед.
79 Изобразите параллелепипед ABCDAlB 1ClD 1 и постройте его сече

ние: а) плоскостью АВСХ; б) плоскостью АССХ. Докажите, что по
строенные сечения являются параллелограммами.

80 Изобразите параллелепипед ABCDA1B XC1D X и постройте его сече
ния плоскостями АВСХ и DCBX, а также отрезок, по которому эти 
сечения пересекаются.

81 Изобразите параллелепипед ABCDAXB XCXD X и отметьте точки М  
и N  соответственно на ребрах В В Х и ССХ. Постройте точку 
пересечения: а) прямой M N  с плоскостью ABC ; б) прямой A M  
с плоскостью А ХВ ХСХ.

82 Изобразите параллелепипед ABCDAXB XCXD X и отметьте внутрен
нюю точку М  грани ААХВ ХВ . Постройте сечение параллелепипеда, 
проходящее через точку М  параллельно: а) плоскости основания 
ABCD ; б) грани ВВХСХС; в) плоскости B D D X.

83 Изобразите параллелепипед ABCDAXB XCXD X и постройте его сече
ние плоскостью, проходящей через: а) ребро ССХ и точку пересече
ния диагоналей грани AAXD XD ; б) точку пересечения диагоналей 
грани ABCD  параллельно плоскости АВХСХ.

84 Изобразите параллелепипед ABCDAXB XCXD X и постройте его сече
ние плоскостью, проходящей через точки В х, D x и середину реб
ра CD. Докажите, что построенное сечение — трапеция.
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85 Изобразите параллелепипед ABCDA1B 1C1D l и постройте его сече
ние плоскостью B K L , где точка К  — середина ребра АА19 а точ
ка L — середина ребра ССХ. Докажите, что построенное сечение — 
параллелограмм.

88 Изобразите параллелепипед ABCDA1B 1ClD 1 и постройте его сечение 
плоскостью, проходящей через диагональ АС основания параллель
но диагонали B D X. Докажите, что если основание параллелепипе
да — ромб и углы АВВХ и СВВХ прямые, то построенное сечение — 
равнобедренный треугольник.

87 Изобразите параллелепипед ABCDA1B 1ClD 1 и постройте его сече
ние плоскостью M N K ,  где точки М , N  и К  лежат соответственно 
на ребрах: a) BB U AAl9 AD; б) CCl9 AD , ВВг.

Вопросы к главе I
1 Верно ли утверждение: если две прямые не имеют общих точек, то 

они параллельны?
2 Точка М  не лежит на прямой а. Сколько прямых, не пересекаю

щих прямую а, проходит через точку M l  Сколько из этих прямых 
параллельны прямой а?

3 Прямые а и с параллельны, а прямые а и b пересекаются. Могут 
ли прямые Ъ и с быть параллельными?

4 Прямая а параллельна плоскости а. Верно ли, что эта прямая:

а) не пересекает ни одну прямую, лежащую в плоскости а;

б) параллельна любой прямой, лежащей в плоскости а;

в) параллельна некоторой прямой, лежащей в плоскости а?

5 Прямая а параллельна плоскости а. Сколько прямых, лежащих 

в плоскости а, параллельны прямой а? Параллельны ли друг дру

гу эти прямые, лежащие в плоскости а?

6 Прямая а пересекает плоскость а. Лежит ли в плоскости а хоть 
одна прямая, параллельная а?

7 Одна из двух параллельных прямых параллельна некоторой плос
кости. Верно ли утверждение, что и вторая прямая параллельна 
этой плоскости?

8 Верно ли утверждение: если две прямые параллельны некоторой 
плоскости, то они параллельны друг другу?

9 Две прямые параллельны некоторой плоскости. Могут ли эти пря
мые: а) пересекаться; б) быть скрещивающимися?

10 Могут ли скрещивающиеся прямые а и Ъ быть параллельными 
прямой с?

11 Боковые стороны трапеции параллельны плоскости а. Параллель

ны ли плоскость а и плоскость трапеции?

12 Две стороны параллелограмма параллельны плоскости а. Парал

лельны ли плоскость а и плоскость параллелограмма?
13 Могут ли быть равны два непараллельных отрезка, заключенные 

между параллельными плоскостями?
14 Существует ли тетраэдр, у которого пять углов граней прямые?

I lapU. l . lC. tb/ IOCt ' lu \
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15 Существует ли параллелепипед, у которого: а) только одна 
грань — прямоугольник; б) только две смежные грани — ромбы;
в) все углы граней острые; г) все углы граней прямые; д) число 
всех острых углов граней не равно числу всех тупых углов граней?

16 Какие многоугольники могут получиться в сечении: а) тетраэдра;
б) параллелепипеда?

Дополнительные задачи

88 Параллельные прямые АС и BD  пересекают плоскость а в точках А  
и В . Точки С и D  лежат по одну сторону от плоскости а, АС == 8 см, 
BD  = 6 см, АВ  = 4 см. а) Докажите, что прямая CD  пересекает 

плоскость а в некоторой точке Е. б) Найдите отрезок B E .
89 Точки А, В, С и D  не лежат в одной плоскости. Медианы треуголь

ников ABC  и CBD  пересекаются соответственно в точках М х и М 2. 
Докажите, что отрезки A D  и М :М 2 параллельны.

90 Вершины Л и В трапеции ABCD  лежат в плоскости а, а вершины С 
и D  не лежат в этой плоскости. Как расположена прямая CD  отно

сительно плоскости а, если отрезок АВ  является: а) основанием 
трапеции; б) боковой стороной трапеции?

91 Через каждую из двух параллельных прямых а и b и точку М , не 
лежащую в плоскости этих прямых, проведена плоскость. Дока
жите, что эти плоскости пересекаются по прямой, параллельной 
прямым а и Ь.

92 Плоскость а и прямая а параллельны прямой Ь. Докажите, что 
прямая а либо параллельна плоскости а, либо лежит в ней.

93 Прямые а и b параллельны. Через точку М  прямой а проведена 
прямая M N y отличная от прямой а и не пересекающая прямую b. 
Каково взаимное расположение прямых M N  и Ь?

94 Даны две скрещивающиеся прямые и точка В, не лежащая на 
этих прямых. Пересекаются ли плоскости, каждая из которых 
проходит через одну из прямых и точку В? Ответ обоснуйте.

95 Прямая а параллельна плоскости а. Докажите, что если пло
скость Р пересекает прямую а, то она пересекает и плоскость а.

96 Докажите, что отрезки параллельных прямых, заключенные меж
ду плоскостью и параллельной ей прямой, равны.

97 Докажите, что два угла с соответственно параллельными сторона

ми либо равны, либо их сумма равна 180°.
98 Прямая а параллельна плоскости а. Существует ли плоскость, 

проходящая через прямую а и параллельная плоскости а? Если 
существует, то сколько таких плоскостей? Ответ обоснуйте.

99 Докажите, что три параллельные плоскости отсекают на любых 
двух пересекающих эти плоскости прямых пропорциональные от
резки.

100 Даны две скрещивающиеся прямые и точка А. Докажите, что че
рез точку А  проходит, и притом только одна, плоскость, которая 
либо параллельна данным прямым, либо проходит через одну из 
них и параллельна другой.

#Э IidPJ. 1 • - V -



101 Докажите, что отрезки, соединяющие середины противополож
ных ребер тетраэдра, пересекаются и точкой пересечения делятся 
пополам.

102 Докажите, что плоскость а, проходящая через середины двух ре
бер основания тетраэдра и вершину, не принадлежащую основа
нию, параллельна третьему ребру основания. Найдите периметр и 

площадь сечения тетраэдра плоскостью а, если длины всех ребер 
тетраэдра равны 20 см.

103 На ребрах D A , DB  и DC  тетраэдра DABC  отмечены точки М , N  и Р 

так, что D M  : М А  = D N  : NB  = D P  : PC. Докажите, что плоско
сти M N P  и ABC  параллельны. Найдите площадь треугольни
ка M N P , если площадь треугольника ABC  равна 10 см2 и 

D M  : М А  = 2 : 1 .
104 Изобразите тетраэдр ABCD  и отметьте точку М  на ребре АВ. По

стройте сечение тетраэдра плоскостью, проходящей через точку М  
параллельно прямым АС и BD.

105 Изобразите тетраэдр DABC  и отметьте точки М  и N  на ребрах BD  
и CD  и внутреннюю точку К  грани ABC. Постройте сечение тетра
эдра плоскостью M N K .

106 Изобразите тетраэдр DABC , отметьте точку К  на ребре DC  и точ
ки М  и N  граней ABC и A C D . Постройте сечение тетраэдра плоско
стью M N K .

107 Изобразите тетраэдр ABCD  и отметьте точку М  на ребре АВ. По
стройте сечение тетраэдра плоскостью, проходящей через точку М  
параллельно грани BDC.

108 В тетраэдре DABC  биссектрисы трех углов при вершине D  пересе
кают отрезки ВС, СА и АВ соответственно в точках А г, В х и Сг. До
кажите, что отрезки АА19 ВВх и  ССг пересекаются в одной точке.

109 Две плоскости, каждая из которых содержит два боковых ребра 
параллелепипеда, не принадлежащих одной грани, пересекаются 
по прямой а. Докажите, что прямая а параллельна боковым реб
рам параллелепипеда и пересекает все его диагонали.

110 Докажите, что в параллелепипеде ABCDA^ByC^D^ плоскость A XDB  
параллельна плоскости D XCB^

111 Докажите, что диагональ параллелепипеда меньше суммы трех ре
бер, имеющих общую вершину.

112 Докажите, что сумма квадратов четырех диагоналей параллелепи
педа равна сумме квадратов двенадцати его ребер.

113 По какой прямой пересекаются плоскости сечений A XBCDX 
и B D D XB X параллелепипеда ABCDA^B^C^D^

114 Изобразите параллелепипед ABCDA-^Bfi^D^ и отметьте на ребре АВ 
точку М . Постройте сечение параллелепипеда плоскостью, прохо
дящей через точку М  параллельно плоскости ACCj.

115 Точка М  лежит на ребре ВС параллелепипеда A B CD A ^Bfi^^  По
стройте сечение этого параллелепипеда плоскостью, проходящей 
через точку М  параллельно плоскости B DC X.

2 — Л. С. Атанасян
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Глава II 
Перпендикулярность прямых 
и плоскостей

Перпендикулярность прямой 
и плоскости

15 Перпендикулярные прямые 
в пространстве
Две прямые в пространстве называются пер

пендикулярными (взаимно перпендикулярными), если 

угол между ними равен 90°. Перпендикулярность пря

мых а и b обозначается так: a _L b. Перпендикулярные 
прямые могут пересекаться и могут быть скрещиваю
щимися. На рисунке 43 перпендикулярные прямые а 
и b пересекаются, а перпендикулярные прямые а и с 
скрещивающиеся. Докажем лемму о перпендикулярно
сти двух параллельных прямых к третьей прямой. рИс. 43

Лемма

Если одна из двух параллельных прямых перпендикулярна к треть
ей прямой, то и другая прямая перпендикулярна к этой прямой.

1

▼ Доказательство

Пусть а || Ъ и а ± с. Докажем, что Ь ± с. Че
рез произвольную точку М  пространства, не лежащую 
на данных прямых, проведем прямые М А  и МС, парал
лельные соответственно прямым а и с (рис. 44). Так 

как а ± с, то Z A M C  = 90°.
По условию b || а, а по построению а || МА, 

поэтому b || МА. Итак, прямые & ис параллельны соот
ветственно прямым М А  и МС, угол между которыми 

равен 90°. Это означает, что угол между прямыми Ъ и с 

также равен 90°, т. е. Ь _L с. Лемма доказана. Д

16 Параллельные прямые, перпендикулярные 
к плоскости
Определение

Прямая называется перпендикулярной к плоскости, если она пер
пендикулярна к любой прямой, лежащей в этой плоскости.

___а

Ъ
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Перпендикулярность прямой а и плоскости а 

обозначается так: a _L а. Говорят также, что плоскость а 
перпендикулярна к прямой а.

Если прямая а перпендикулярна к плоско

сти а, то она пересекает эту плоскость. В самом деле, 

если бы прямая а не пересекала плоскость а, то она 
или лежала бы в этой плоскости, или была бы парал

лельна ей. Но тогда в плоскости а имелись бы прямые, 
не перпендикулярные к прямой а, например прямые, 
параллельные ей, что противоречит определению пер
пендикулярности прямой и плоскости. Значит, пря

мая а пересекает плоскость а.
На рисунке 45 изображена прямая а, пер

пендикулярная к плоскости а.
Окружающая нас обстановка дает много 

примеров, иллюстрирующих перпендикулярность пря
мой и плоскости. Непокосившийся телеграфный столб 
стоит прямо, т. е. перпендикулярно к плоскости зем
ли. Так же расположены колонны здания по отноше
нию к плоскости фундамента, линии пересечения стен 
по отношению к плоскости пола и т. д.

Докажем две теоремы, в которых устанав
ливается связь между параллельностью прямых и их 
перпендикулярностью к плоскости.

Теорема

Если одна из двух параллельных прямых перпенди
кулярна к плоскости, то и другая прямая перпендику
лярна к этой плоскости.

Доказательство
Рассмотрим две параллельные прямые аиа,  

и плоскость а, такую, что a _L а. Докажем, что иа, 1 а .
Проведем какую-нибудь прямую х в плос

кости а (рис. 46). Так как а 1  а, то а _L х. По лемме 
о перпендикулярности двух параллельных прямых 

к третьей ах _L х. Таким образом, прямая ах перпенди

кулярна к любой прямой, лежащей в плоскости а, 

т. е. аг 1  а. Теорема доказана.
Докажем обратную теорему. Рис. 46

Теорема

Если две прямые перпендикулярны к плоскости, то 
они параллельны.

2 *

Псрпенди кулярность

прямых и плоскостей



▼ Доказательство
Рассмотрим прямые а и Ь, перпендикуляр

ные к плоскости а (рис. 47, а). Докажем, что а || b.
Через какую-нибудь точку М  прямой Ь про

ведем прямую Ьи параллельную прямой а. По предыду

щей теореме Ъх _L а. Докажем, что прямая Ъх совпадает 
с прямой Ь. Тем самым будет доказано, что а || Ъ. Допу

стим, что прямые b и Ьх не совпадают. Тогда в плоскости р, 
содержащей прямые b и ЬХ9 через точку М  проходят две 
прямые, перпендикулярные к прямой с, по которой пе
ресекаются плоскости а и Р (рис. 47, б). Но это невоз
можно, следовательно, а || b. Теорема доказана. Д

17 Признак перпендикулярности прямой 
и плоскости
Как проверить, перпендикулярна ли данная 

прямая к данной плоскости? Этот вопрос имеет практи
ческое значение, например, при установке мачт, колонн 
зданий и т. д., которые нужно поставить прямо, т. е. 
перпендикулярно к той плоскости, на которую они ста
вятся. Оказывается, что для этого нет надобности прове
рять перпендикулярность по отношению к любой пря
мой, как о том говорится в определении, а достаточно 
проверить перпендикулярность лишь к двум пересекаю
щимся прямым, лежащим в плоскости. Это вытекает из 

- следующей теоремы, выражающей признак перпендику
лярности прямой и плоскости.

Теорема

Бели прямая перпендикулярна к двум пересекающим
ся прямым, лежащим в плоскости, то она перпендику
лярна к этой плоскости.

Доказательство
Рассмотрим прямую а, которая перпенди

кулярна к прямым р и <7, лежащим в плоскости а и пе
ресекающимся в точке О (рис. 48, а). Докажем, что 

flla . Для этого нужно доказать, что прямая а перпен

дикулярна к произвольной прямой т  плоскости а.
Рассмотрим сначала случай, когда пря

мая а проходит через точку О (рис. 48, б). Проведем 
через точку О прямую I, параллельную прямой т  (если 
прямая т  проходит через точку О, то в качестве I возь
мем саму прямую т). Отметим на прямой а точки А  
и В так, чтобы точка О была серединой отрезка АВ, 

и проведем в плоскости а прямую, пересекающую пря-

L
а

а )

б)

Рис. 47
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мые р, q и I соответственно в точках Р, Q и L. Будем 
считать для определенности, что точка Q лежит между 
точками Р и L (рис. 48, б).

Так как прямые р и q — серединные пер

пендикуляры к отрезку АВ, то АР - ВР и AQ = BQ. 

Следовательно, A A P Q  = A B P Q  по трем сторонам. По
этому Z A P Q  = ZBPQ.

Сравним треугольники APL и BPL. Они равны 

по двум сторонам и углу между ними (АР = BP , PL — об
щая сторона, ZAPL = ZBPL), поэтому AL = BL. Но это 
означает, что треугольник ABL равнобедренный и его меди
ана LO является высотой, т. е. I _L а. Так как 11| т  и I _L а, то 

т  -La (по лемме о перпендикулярности двух параллельных 
прямых к третьей). Итак, прямая а перпендикулярна к лю

бой прямой т  плоскости а, т. е. a _L а.
Рассмотрим теперь случай, когда прямая а 

не проходит через точку О. Проведем через точку О 
прямую аг, параллельную прямой а. По упомянутой 
лемме ах _L р и аг ± q, поэтому по доказанному в первом 

случае аг _L а. Отсюда (по первой теореме п. 16) следу
ет, что a l a .  Теорема доказана.

Воспользуемся признаком перпендикуляр
ности прямой и плоскости для решения следую
щей задачи.

Задача
Доказать, что через любую точку простран

ства проходит плоскость, перпендикулярная к дан
ной прямой.

Решение
Обозначим данную прямую буквой а, а про

извольную точку пространства — буквой М . Докажем, 
что существует плоскость, проходящая через точку М  
и перпендикулярная к прямой а.

Проведем через прямую а две плоскости а 

и р так, чтобы M g  а (рис. 49)*. В плоскости а через 
точку М  проведем прямую р, перпендикулярную 

к прямой а, а в плоскости р через точку пересечения 
прямых р и а проведем прямую q, перпендикулярную 

к прямой а. Рассмотрим плоскость у, проходящую че

рез прямые р и q. Плоскость у является искомой, так 
как прямая а перпендикулярна к двум пересекающим
ся прямым р и q этой плоскости.

Рис. 48

Рис. 49

* На рисунке 49 изображен тот случай, когда точка М  не лежит 
на прямой а. Однако приведенное решение задачи пригодно 
и для того случая, когда точка М  лежит на прямой а.

Перпендикулярное/и h 
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Замечание
Можно доказать, что у — единственная плос

кость, проходящая через точку М  и перпендикулярная 
к прямой а (задача 133).

18 Теорема о прямой, перпендикулярной 
к плоскости 
Теорема

Через любую точку пространства проходит прямая, 
перпендикулярная к данной плоскости, и притом толь
ко одна.

▼ Доказательство
Данную плоскость обозначим а, а произ

вольную точку пространства — буквой М . Докажем, 
что: 1) через точку М  проходит прямая, перпенди
кулярная к плоскости а; 2) такая прямая только одна.

1) Проведем в плоскости а произвольную 

прямую а и рассмотрим плоскость р, проходящую че
рез точку М  и перпендикулярную к прямой а (рис. 50).
Обозначим буквой Ъ прямую, по которой пересекаются 
плоскости а и р. В плоскости Р через точку М  проведем 
прямую с, перпендикулярную к прямой b. Прямая с 
и есть искомая прямая. В самом деле, она перпендику

лярна к плоскости а, так как перпендикулярна к двум 

пересекающимся прямым этой плоскости (с JL Ъ по по

строению и с 1  а, так как Р _L а).
2) Предположим, что через точку М  прохо

дит еще одна прямая (обозначим ее через с,), перпенди
кулярная к плоскости а. Тогда (по обратной теореме 
п. 16) сх || с, что невозможно, так как прямые сх и с 
пересекаются в точке М . Таким образом, через точ
ку М  проходит только одна прямая, перпендикулярная 

к плоскости а. Теорема доказана. Л

Задачи
116 Дан параллелепипед ABCDA1B 1C1D l. Докажите, что:

а) DC  -L В гСг и АВ ± A xD l9 если Z B A D  = 90°;

б) АВ _L CCj и D D y _L A 1B U если АВ ± D D X.

117 В тетраэдре ABCD ВС L A D . Докажите, что A D  1 M N , где М  
и N  — середины ребер АВ и АС.

118 Точки А, М  и О лежат на прямой, перпендикулярной к плоскости а, 

а точки О, Б, С и D  лежат в плоскости а. Какие из следующих 

углов являются прямыми: А АОВ , Z M O C , Z D A M , Z D O A , Z B M O ?

Перпендикулярность
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119 Прямая ОА перпендикулярна к плоскости ОВС, и точка О являет

ся серединой отрезка AD. Докажите, что: а) АВ  = D B ; б) АВ - АС, 
если ОВ = ОС; в) ОВ = ОС, если АВ = АС.

120 Через точку О пересечения диагоналей квадрата, сторона которого 
равна а, проведена прямая ОК, перпендикулярная к плоскости 
квадрата. Найдите расстояние от точки К  до вершин квадрата, 
если ОК  = Ь.

121 В треугольнике ABC  дано: ZC  = 90°, АС = 6 см, ВС = 8 см, СМ  — ме
диана. Через вершину С проведена прямая СК, перпендикулярная 

к плоскости треугольника ABC, причем СК = 12 см. Найдите К М .
122 Прямая CD  перпендикулярна к плоскости правильного треуголь

ника ABC. Через центр О этого треугольника проведена прямая ОК, 

параллельная прямой CD. Известно, что АВ 16л/3 см, ОК  = 12 см, 

CD = 16 см. Найдите расстояния от точек D  и К  до вершин А  и В 
треугольника.

123 Докажите, что если две плоскости а и (3 перпендикулярны к пря
мой а, то они параллельны.

Решение
Проведем какую-нибудь прямую, параллельную прямой а, так, чтобы 
она пересекала плоскости а и Р в различных точках А  и В. По первой 

теореме п. 16 плоскости а и Р перпендикулярны к прямой АВ. 

Если допустить, что плоскости а и Р не параллельны, т. е. имеют 
хотя бы одну общую точку М , то получим треугольник А В М  с дву
мя прямыми углами при вершинах А  и В, что невозможно. Следо
вательно, а || р.

124 Прямая PQ  параллельна плоскости а. Через точки Р  и Q прове

дены прямые, перпендикулярные к плоскости а, которые пересе
кают эту плоскость соответственно в точках Р1 и Q l. Докажите, 

что PQ  = PiQi>
125 Через точки Р  и Q прямой PQ  проведены прямые, перпендикуляр

ные к плоскости а и пересекающие ее соответственно в точках Р г 

и Qj. Найдите PiQi, если PQ = 15 см, РРг = 21,5 см, QQX - 33,5 см.
126 Прямая M B  перпендикулярна к сторонам АВ и ВС треугольника 

ABC. Определите вид треугольника M B D , где D  — произвольная 
точка прямой АС.

127 В треугольнике ABC сумма углов А и В равна 90°. Прямая B D  пер

пендикулярна к плоскости ABC. Докажите, что CD  _L AC.
128 Через точку О пересечения диагоналей параллелограмма ABCD  

проведена прямая О М  так, что М А  = МС, M B  = M D . Докажите, 
что прямая О М  перпендикулярна к плоскости параллелограмма.

129 Прямая A M  перпендикулярна к плоскости квадрата ABCD, 
диагонали которого пересекаются в точке О. Докажите, что:
а) прямая BD  перпендикулярна к плоскости А М О ; б) М О  _L BD.

130 Через вершину В квадрата ABCD  проведена прямая ВМ . Известно, 
что Z M B A  = Z M B C  = 90°; M B  = т , АВ = п. Найдите расстояния 
от точки М  до: а) вершин квадрата; б) прямых АС и BD.

Перпендикулярность
прямых и плоскостей



131 В тетраэдре ABCD  точка М  — середина ребра ВС, АВ - АС , 

DB = DC. Докажите, что плоскость треугольника A D M  перпенди
кулярна к прямой ВС.

132 Докажите, что если одна из двух параллельных плоскостей пер
пендикулярна к прямой, то и другая плоскость перпендикулярна 
к этой прямой.

133 Докажите, что через любую точку пространства проходит только 
одна плоскость, перпендикулярная к данной прямой.

Решение

Согласно задаче п. 17 через данную точку М  проходит плоскость а, 
перпендикулярная к данной прямой а. Предположим, что через 

точку М  проходит еще одна плоскость аг, перпендикулярная к этой 

прямой. Тогда плоскости а и ах параллельны (см. задачу 123). Но 
это невозможно, так как эти плоскости имеют общую точку М . Сле
довательно, наше предположение неверно, и через точку М  прохо
дит только одна плоскость, перпендикулярная к прямой а.

134 Докажите, что все прямые, проходящие через данную точку М  
прямой а и перпендикулярные к этой прямой, лежат в плоскости, 
проходящей через точку М  и перпендикулярной к прямой а.

135 Прямая а перпендикулярна к плоскости а и перпендикулярна 

к прямой Ъ, не лежащей в этой плоскости. Докажите, что b || а.
136 Докажите, что если точка X  равноудалена от концов данного от

резка АВ, то она лежит в плоскости, проходящей через середину 
отрезка АВ  и перпендикулярной к прямой АВ.

137 Докажите, что через каждую из двух взаимно перпендикулярных 
скрещивающихся прямых проходит плоскость, перпендикулярная 
к другой прямой.

Перпендикуляр и наклонные. 
Угол между прямой и плоскостью

19 Расстояние от точки до плоскости
Рассмотрим плоскость а и точку А, не 

лежащую в этой плоскости. Проведем через точку А 

прямую, перпендикулярную к плоскости а, и обозна
чим буквой Н  точку пересечения этой прямой с плос

костью а (рис. 51). Отрезок А Н  называется перпенди

куляром, проведенным из точки А  к плоскости а, 
а точка Н  — основанием перпендикуляра. Отметим 

в плоскости а какую-нибудь точку М , отличную от Н, 
и проведем отрезок A M . Он называется наклонной, 

проведенной из точки А  к плоскости а, а точка М  — 
основанием наклонной. Отрезок Н М  называется про-
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екцией наклонной на плоскость а. Сравним перпен
дикуляр А Н  и наклонную A M : в прямоугольном тре
угольнике А М Н  сторона А Н  — катет, а сторона A M  — 
гипотенуза, поэтому А Н  < A M . Итак, перпендикуляр, 
проведенный из данной точки к плоскости, меньше 
любой наклонной, проведенной из той же точки 
к этой плоскости.

Следовательно, из всех расстояний от точ

ки А  до различных точек плоскости а наименьшим яв
ляется расстояние до точки Н . Это расстояние, т. е. 
длина перпендикуляра, проведенного из точки А  к плос
кости а, называется расстоянием от точки А  до плос

кости а. Когда мы говорим, что некоторый предмет, 
например лампочка уличного фонаря, находится на та
кой-то высоте, скажем 6 м от земли, то имеем в виду, 
что расстояние от лампочки до поверхности земли из
меряется по перпендикуляру, проведенному от лампоч
ки к плоскости земли (рис. 52).

Замечания
1. Если две плоскости параллельны, то все 

точки одной плоскости равноудалены от другой плос
кости. В самом деле, рассмотрим перпендикуляры АА0 
и М М 0, проведенные из двух произвольных точек А  
и М  плоскости а к параллельной ей плоскости р. Так 

как АА0 1 р и М М 0 _L р, то АА0 || М М 0. Отсюда следует, 
что М М 0 = АА0 (свойство 2°, п. 11), т. е. расстояние от 

любой точки М  плоскости а до плоскости Р равно дли
не отрезка АА0. Очевидно, все точки плоскости р нахо

дятся на таком же расстоянии от плоскости а.
Расстояние от произвольной точки одной из 

параллельных плоскостей до другой плоскости называ
ется расстоянием между параллельными плоскостями.

Как уже отмечалось, примером параллель
ных плоскостей служат плоскости пола и потолка ком
наты. Все точки потолка находятся на одинаковом рас
стоянии от пола. Это расстояние и есть высота комнаты.

2. Если прямая параллельна плоскости, то 
все точки прямой равноудалены от этой плоскости (за
дача 144). В этом случае расстояние от произвольной 
точки прямой до плоскости называется расстоянием 
между прямой и параллельной ей плоскостью.

3. Если две прямые скрещивающиеся, то, 
как было доказано в п. 7, через каждую из них прохо
дит плоскость, параллельная другой прямой, и притом 
только одна. Расстояние между одной из скрещиваю
щихся прямых и плоскостью, проходящей через дру
гую прямую параллельно первой, называется расстоя
нием между скрещивающимися прямыми.
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20 Теорема о трех перпендикулярах 
Теорема

Прямая, проведенная в плоскости через основание на
клонной перпендикулярно к ее проекции на эту плос
кость, перпендикулярна и к самой наклонной.

Доказательство
Обратимся к рисунку 53, на котором отре

зок А Н  — перпендикуляр к плоскости а, A M  — на
клонная, а — прямая, проведенная в плоскости а через 
точку М  перпендикулярно к проекции Н М  наклонной.
Докажем, что a _L AM .

Рассмотрим плоскость А М Н . Прямая а пер
пендикулярна к этой плоскости, так как она перпенди
кулярна к двум пересекающимся прямым А Н  и М Н , ле

жащим в плоскости А М Н  (а ± Н М  по условию и а !  АН, 
так как А Н  _1_ а). Отсюда следует, что прямая а пер
пендикулярна к любой прямой, лежащей в плоско
сти А М Н , в частности a _L A M . Теорема доказана.

Эта теорема называется теоремой о трех 
перпендикулярах, так как в ней говорится о связи 
между тремя перпендикулярами АН , Н М  и A M .

Справедлива также обратная теорема: пря
мая, проведенная в плоскости через основание на
клонной перпендикулярно к ней, перпендикулярна 
и к ее проекции. По аналогии с доказательством пря
мой теоремы, используя рисунок 53, докажите эту тео
рему самостоятельно (задача 153).

21 Угол между прямой и плоскостью
В п. 19 было дано определение проекции 

наклонной на плоскость. Введем теперь понятие про
екции* произвольной фигуры. Проекцией точки на 
плоскость называется основание перпендикуляра, 
проведенного из этой точки к плоскости, если точка 
не лежит в плоскости, и сама точка, если она лежит 
в плоскости. На рисунке 54 точка М г — проекция 

точки М  на плоскость a, a N  — проекция самой точ
ки N  на ту же плоскость (N  е а).

Обозначим буквой F  какую-нибудь фигуру 
в пространстве. Если мы построим проекции всех то

* В данном пункте речь идет о прямоугольной (или ортогональ

ной) проекции фигуры. Более общее понятие параллельной 
проекции фигуры рассматривается в приложении 1.
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чек этой фигуры на данную плоскость, то получим фи
гуру Fu которая называется проекцией фигуры F на 
данную плоскость. На рисунке 54 треугольник Ft — 

проекция треугольника F на плоскость а.
Докажем теперь, что проекцией прямой 

на плоскость, не перпендикулярную к этой прямой, 
является прямая.

Данную плоскость обозначим буквой а, 
а произвольную прямую, не перпендикулярную к плос

кости а, — буквой а (рис. 55). Из какой-нибудь точ
ки М  прямой а проведем перпендикуляр М Н  к плоско

сти а и рассмотрим плоскость р, проходящую через а 

и М Н . Плоскости а и Р пересекаются по некоторой пря
мой ах. Докажем, что эта прямая и является проекцией 

прямой а на плоскость а. В самом деле, возьмем произ

вольную точку М г прямой а и проведем в плоскости Р 
прямую М хН и параллельную прямой М Н  (Н г — точка 
пересечения прямых М 1Н 1 и аг). По первой теореме 

п. 16 М±НХ _L а, и, значит, точка Н г является проекцией 

точки Mj на плоскость а. Мы доказали, что проекция 
произвольной точки прямой а лежит на прямой аг. Ана
логично доказывается, что любая точка прямой ах явля
ется проекцией некоторой точки прямой а. Следова

тельно, ах — проекция прямой а на плоскость ос.
Из доказанного утверждения следует, что 

проекцией отрезка АВ, не перпендикулярного к пло
скости, является отрезок, концами которого служат 
проекции точек А  и В. Поэтому определение проекции 
наклонной (п. 19) полностью согласуется с общим 
определением проекции фигуры. Используя понятие 
проекции прямой на плоскость, дадим определение угла 
между прямой и плоскостью.

Определение

Углом между прямой и плоскостью, пересекающей эту прямую 
и не перпендикулярной к ней, называется угол между прямой и ее 
проекцией на плоскость.

Можно доказать, что угол ср0 между данной 

прямой A M  и плоскостью а (рис. 56) является наи

меньшим из всех углов ф, которые данная прямая об

разует с прямыми, проведенными в плоскости а через 
точку А (задача 162).

Если прямая перпендикулярна к плоскости, 
то ее проекцией на эту плоскость является точка пере
сечения этой прямой с плоскостью. В таком случае 

угол между прямой и плоскостью считается равным 90°.
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Если данная прямая параллельна плоско
сти, то ее проекцией на плоскость является прямая, 
параллельная данной. В этом случае понятие угла 
между прямой и плоскостью мы не вводим. (Иногда до
говариваются считать, что угол между параллельными 

прямой и плоскостью равен 0°.)
▼ Замечание

Наряду с рассмотренной в этом пункте пря
моугольной проекцией и параллельной проекцией, 
речь о которой пойдет в приложении 1 , иногда исполь
зуется центральная проекция. Она определяется так. 

Рассмотрим произвольную плоскость а и какую-нибудь 

точку О, не лежащую в этой плоскости. Пусть (3 — 
плоскость, проходящая через точку О и параллельная 

плоскости а. Центральной проекцией (с центром О) 

точки М , не лежащей в плоскости (5, на плоскость а 
называется точка М х пересечения прямой О М  с плос

костью а. Центральной проекцией фигуры на плос

кость а называется множество центральных проекций 

на плоскость а всех точек этой фигуры, не лежащих 

в плоскости (3. Примером центральной проекции фигу
ры является ее фотографический снимок. Д

Задачи

138 Из некоторой точки проведены к данной плоскости перпендику

ляр и наклонная, угол между которыми равен <р. а) Найдите на
клонную и ее проекцию на данную плоскость, если перпендикуляр 
равен d. б) Найдите перпендикуляр и проекцию наклонной, если 
наклонная равна т .

139 Из некоторой точки проведены к плоскости две наклонные. Докажи
те, что: а) если наклонные равны, то равны и их проекции; б) если 
проекции наклонных равны, то равны и наклонные; в) если наклон

ные не равны, то большая наклонная имеет большую проекцию.

140 Из точки А , не принадлежащей плоскости а, проведены к этой 
плоскости перпендикуляр АО  и две равные наклонные АВ  и АС. 

Известно, что ZOAB  = ZBAC = 60°, АО = 1,5 см. Найдите расстоя
ние между основаниями наклонных.

141 Один конец данного отрезка лежит в плоскости а, а другой нахо
дится от нее на расстоянии 6 см. Найдите расстояние от середины 

данного отрезка до плоскости а.

142 Концы отрезка отстоят от плоскости а на расстояниях 1 см и 4 см. 

Найдите расстояние от середины отрезка до плоскости а.
143 Расстояние от точки М  до каждой из вершин правильного тре

угольника ABC  равно 4 см. Найдите расстояние от точки М  до 

плоскости ABC , если АВ  = 6 см.
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Прямая а параллельна плоскости а. Докажите, что все точки пря

мой а равноудалены от плоскости а.

Решение

Через какую-нибудь точку прямой а проведем плоскость р, парал

лельную плоскости а (задача 59). Прямая а лежит в плоскости р, 

так как в противном случае она пересекает плоскость р, а значит, 

пересекает и плоскость а (задача 55), что невозможно. Все точки 

плоскости Р равноудалены от плоскости а, поэтому и все точки 
прямой а, лежащей в плоскости Р, равноудалены от плоскости а, 
что и требовалось доказать.
Через вершину А  прямоугольного треугольника ABC  с прямым уг
лом С проведена прямая AD , перпендикулярная к плоскости тре
угольника. а) Докажите, что треугольник CBD  прямоугольный,

б) Найдите BD, если ВС = a, DC = b.

Прямая а пересекает плоскость а в точке М и н е  перпендикулярна 

к этой плоскости. Докажите, что в плоскости а через точку М  
проходит прямая, перпендикулярная к прямой а, и притом только 
одна.
Из точки М  проведен перпендикуляр M B  к плоскости прямо
угольника ABCD. Докажите, что треугольники A M D  и M C D  
прямоугольные.
Прямая АК  перпендикулярна к плоскости правильного треуголь
ника ABC, а точка М  — середина стороны ВС. Докажите, что 
M K L B C .
Отрезок A D  перпендикулярен к плоскости равнобедренного треуголь

ника ABC. Известно, что АВ = АС = 5 см, ВС = 6 см, A D  = 12 см. 
Найдите расстояния от концов отрезка A D  до прямой ВС.
Через вершину А  прямоугольника ABCD  проведена прямая А К , 
перпендикулярная к плоскости прямоугольника. Известно, что 
K D  = 6 см, КВ  = 7 см, КС = 9 см. Найдите: а) расстояние от точ
ки К  до плоскости прямоугольника ABCD; б) расстояние между 
прямыми АК  и CD.
Прямая CD  перпендикулярна к плоскости треугольника ABC. До
кажите, что: а) треугольник ABC является проекцией треугольни
ка A B D  на плоскость ABC; б) если СН  — высота треугольника 
ABC, то D H  — высота треугольника ABD.
Через вершину В квадрата ABCD  проведена прямая BF , перпенди
кулярная к его плоскости. Найдите расстояния от точки F  до пря

мых, содержащих стороны и диагонали квадрата, если BF = 8 дм, 

АВ = 4 дм.

Докажите, что прямая а, проведенная в плоскости а через основа
ние М  наклонной A M  перпендикулярно к ней, перпендикулярна 
к ее проекции Н М  (см. рис. 53).

Решение
Прямая а перпендикулярна к плоскости А М Н , так как она пер
пендикулярна к двум пересекающимся прямым этой плоскости
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(a J_ A M  по условию и а _L А Н , так как А Н  ± а). Отсюда следует, 
что прямая а перпендикулярна к любой прямой, лежащей в плос
кости А М Н , в частности а ± Н М , что и требовалось доказать.

154 Прямая B D  перпендикулярна к плоскости треугольника ABC. Из

вестно, что BD  = 9 см, АС = 10 см, ВС = ВА = 13 см. Найдите:
а) расстояние от точки D  до прямой АС; б) площадь треугольни
ка A C D .

155 Через вершину прямого угла С равнобедренного прямоугольного 
треугольника ABC проведена прямая СМ, перпендикулярная к его 
плоскости. Найдите расстояние от точки М  до прямой АВ, если 

АС = 4 см, а СМ  = 2л/7 см.
156 Один из катетов прямоугольного треугольника ABC равен т , 

а острый угол, прилежащий к этому катету, равен ф. Через верши
ну прямого угла С проведена прямая CD, перпендикулярная 

к плоскости этого треугольника, CD = п. Найдите расстояние от 
точки D  до прямой АВ.

157 Прямая ОК  перпендикулярна к плоскости ромба ABCD, диагонали 
которого пересекаются в точке О. а) Докажите, что расстояния от 
точки К  до всех прямых, содержащих стороны ромба, равны.

б) Найдите это расстояние, если ОК  = 4,5 дм, АС = 6 дм, BD  =  8 дм.
158 Через вершину В ромба ABCD  проведена прямая В М , перпендику

лярная к его плоскости. Найдите расстояние от точки М  до пря

мых, содержащих стороны ромба, если АВ  = 25 см, Z  BAD  = 60°, 
В М =  12,5 см.

159 Прямая В М  перпендикулярна к плоскости прямоугольника 
ABCD. Докажите, что прямая, по которой пересекаются плоскости 
A D M  и ВСМ, перпендикулярна к плоскости А ВМ .

160 Концы отрезка АВ  лежат на двух параллельных плоскостях, рас
стояние между которыми равно d, причем d < АВ. Докажите, что 
проекции отрезка АВ  на эти плоскости равны. Найдите эти проек
ции, если АВ = 13 см, d = 5 см.

161 Луч ВА не лежит в плоскости неразвернутого угла CBD. Докажи

те, что если ZABC  = Z A B D , причем ZABC  < 90°, то проекцией лу
ча ВА на плоскость CBD  является биссектриса угла CBD.

162 Прямая М А  проходит через точку А  плоскости а и образует с этой 

плоскостью угол ф0 Ф 90°. Докажите, что ф0 является наименьшим 
из всех углов, которые прямая М А  образу
ет с прямыми, проведенными в плоскости 

а через точку А .

Решение
Обозначим буквой Н  основание перпендику
ляра, проведенного из точки М  к плоско
сти а, и рассмотрим произвольную прямую р 
в плоскости а, проходящую через точку А 
и отличную от прямой АН. Угол между пря

мыми A M  и р обозначим через ф (рис. 57)
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и докажем, что <р > <р0. Из точки М  проведем перпендикуляр M N  

к прямой р. Если точка N  совпадает с точкой А, то ф = 90° и поэто

му ф > ф0. Рассмотрим случай, когда точки А  и N  не совпадают (см. 
рис. 57). Отрезок A M  — общая гипотенуза прямоугольных

треугольников A N M  и А Н М , поэтому sin ф= sin ф0 - Ц~-. Так
r l i V i

как M N  > М Н  (M N  — наклонная, М Н  — перпендикуляр), то из 
этих двух равенств следует, что sin ф > sin ф0 и поэтому ф > ф0.

163 Наклонная AM , проведенная из точки А  к данной плоскости, равна <2. 
Чему равна проекция этой наклонной на плоскость, если угол меж

ду прямой А_М и данной плоскостью равен: а) 45°; б) 60°; в) 30°?

164 Под углом ф к плоскости а проведена наклонная. Найдите ф, если 
известно, что проекция наклонной вдвое меньше самой наклонной.

165 Из точки А, удаленной от плоскости у на расстояние d, проведены 

к этой плоскости наклонные АВ  и АС под углом 30° к плоскости. 

Их проекции на плоскость у образуют угол в 120°. Найдите ВС.

3 Двугранный угол.
Перпендикулярность плоскостей

22 Двугранный угол
Углом на плоскости мы называем фигуру, 

образованную двумя лучами, исходящими из одной точ
ки. В стереометрии наряду с такими углами рассматри
вается еще один вид углов — двугранные углы. Чтобы 
ввести понятие двугранного угла, напомним, что любая 
прямая, проведенная в данной плоскости, разделяет эту 
плоскость на две полуплоскости (рис. 58, а). Предста
вим себе, что мы перегнули плоскость по прямой а так, 
что две полуплоскости с границей а оказались уже не 
лежащими в одной плоскости (рис. 58, б). Полученная 
фигура и есть двугранный угол.

Таким образом, можно дать такое определе
ние двугранного угла: двугранным углом называется 
фигура, образованная прямой а и двумя полуплоско
стями с общей границей а, не принадлежащими одной 
плоскости. Полуплоскости, образующие двугранный 
угол, называются его гранями. У  двугранного угла две 
грани, отсюда и название — двугранный угол. Пря
мая а — общая граница полуплоскостей — называется 
ребром двугранного угла.

Двугранный угол с ребром А В , на разных 
гранях которого отмечены точки С и D, называют дву
гранным углом CABD.
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Прямая а разделяет плос
кость на две полуплоско
сти

б)
Двугранный угол 

Рис. 58
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В обыденной жизни мы часто встречаемся 
с предметами, имеющими форму двугранного угла. 
Такими предметами являются двускатные крыши зда
ний, полураскрытая папка, стена комнаты совместно 
с полом и т. д.

Мы знаем, что углы на плоскости (обычные 
углы) измеряются в градусах. А  как измеряются дву
гранные углы? Это делается следующим образом. Отме
тим на ребре двугранного угла какую-нибудь точку 
и в каждой грани из этой точки проведем луч перпенди
кулярно к ребру. Образованный этими лучами угол на
зывается линейным углом двугранного угла. На рисун
ке 59, а угол АОВ  — линейный угол двугранного угла 

с ребром CD. Так как ОА 1  CD  и ОВ 1 CD, то плос
кость АОВ  перпендикулярна к прямой CD. Таким обра
зом, плоскость линейного угла перпендикулярна к реб
ру двугранного угла. Очевидно, двугранный угол имеет 
бесконечное множество линейных углов (рис. 59, б).

Докажем, что все линейные углы дву
гранного угла равны друг другу. Рассмотрим два линей
ных угла АОВ  и А 1ОгВ 1 (см. рис. 59, б). Лучи ОА и OjAj 
лежат в одной грани и перпендикулярны к прямой ООи 
поэтому они сонаправлены. Точно так же сонаправлены 

лучи ОВ и ОхВ х. Поэтому А А гОгВх = ZAOB  (как углы 
с сонаправленными сторонами).

Градусной мерой двугранного угла называ
ется градусная мера его линейного угла. На рисун

ке 60, а градусная мера двугранного угла равна 45°. 

Обычно говорят коротко: «Двугранный угол равен 45°».
Двугранный угол называется прямым (ост

рым, тупым), если он равен 90° (меньше 90°, боль

ше 90°). Двугранный угол, изображенный на рисун
ке 60, б, прямой, на рисунке 60, а — острый, а на 
рисунке 60, в — тупой.

90{

б)

Рис. 60

С

Линейный угол двугран
ного угла

Рис. 59
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23 Признак перпендикулярности 
двух плоскостей
Две пересекающиеся плоскости образуют 

четыре двугранных угла с общим ребром (рис. 61, а).
Если один из этих двугранных углов равен <р, то другие 

три угла равны соответственно 180° - ф, ф и 180° - ф.
В частности, если один из углов прямой (ф = 90°), то 

и остальные три угла прямые. Если ф — тот из четы
рех углов, который не превосходит каждого из осталь
ных, то говорят, что угол между пересекающимися 

плоскостями равен ф. Очевидно, 0° < ф < 90°.

Определение

Две пересекающиеся плоскости называются перпендикулярными 

(взаимно перпендикулярными), если угол между ними равен 90° 
(рис. 61, б).

Примером взаимно перпендикулярных пло
скостей служат плоскости стены и пола комнаты. Ясно, 
что все четыре двугранных угла, образованные взаимно 
перпендикулярными плоскостями, прямые.

Рассмотрим признак перпендикулярности 
двух плоскостей.

Теорема

Если одна из двух плоскостей проходит через прямую, 
перпендикулярную к другой плоскости, то такие плос
кости перпендикулярны.

Доказательство

Рассмотрим плоскости а и р  такие, что 
плоскость а проходит через прямую АВ, перпендику
лярную к плоскости Р и пересекающуюся с ней в точ-
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ке А (рис. 62). Докажем, что a _L (3. Плоскости а  и Р пе
ресекаются по некоторой прямой АС, причем АВ 1 АС, 
так как по условию АВ 1 р, т. е. прямая АВ перпенди
кулярна к любой прямой, лежащей в плоскости р.

Проведем в плоскости Р прямую AD, пер
пендикулярную к прямой АС. Тогда угол BAD — ли
нейный угол двугранного угла, образованного при 

пересечении плоскостей а и р .  Но ZBAD = 90° (так как 

АВ 1 Р). Следовательно, угол между плоскостями а и р  

равен 90°, т. е. а  1 р. Теорема доказана.

Следствие

Плоскость, перпендикулярная к прямой, по которой пересекаются 
две данные плоскости, перпендикулярна к каждой из этих плоско
стей (рис. 63).

24 Прямоугольный параллелепипед
Параллелепипед называется прямоуголь

ным, если его боковые ребра перпендикулярны к осно
ванию, а основания представляют собой прямоугольни
ки. Форму прямоугольного параллелепипеда имеют 
многие предметы: коробки, ящики, комнаты и т. д. На 
рисунке 64 изображен прямоугольный параллелепипед 
ABCDAiBxCiDx. Его основаниями служат прямоуголь
ники ABCD и A^BfixD^ а боковые ребра ААи ВВ19 ССХ 
и DDx перпендикулярны к основаниям. Отсюда следу

ет, что АЛ1 _L АБ, т. е. боковая грань ААгВ {В  — прямо
угольник. То же самое можно сказать и об остальных 
боковых гранях. Таким образом, мы обосновали следу
ющее свойство прямоугольного параллелепипеда:

1°. В прямоугольном параллелепипеде все 
шесть граней — прямоугольники.

Полуплоскости, в которых расположены 
смежные грани параллелепипеда, образуют двугран
ные углы, которые называются двугранными углами 
параллелепипеда.

Докажите самостоятельно, что:

2°. Все двугранные углы прямоугольного 
параллелепипеда — прямые.

Теперь рассмотрим одно из самых замеча
тельных свойств прямоугольного параллелепипеда.

Длины трех ребер, имеющих общую верши
ну, назовем измерениями прямоугольного параллеле
пипеда. Например, у параллелепипеда, изображенного

Если у _L а, то у _L а  
и у J_ р

Рис. 63

в  А

Прямоугольный паралле
лепипед

Рис, 64
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на рисунке 64, в качестве измерений можно взять дли
ны ребер АВ, AD и ААХ.

В обыденной практике, говоря о размерах 
комнаты, имеющей форму прямоугольного паралле
лепипеда, вместо слова «измерения» используют обыч
но слова «длина», «ширина» и «высота» комнаты. Яс
но, что длина, ширина и высота комнаты — это и есть 
ее измерения.

Прежде чем сформулировать свойство па
раллелепипеда, связанное с его измерениями, вспо
мним, что в прямоугольнике квадрат диагонали равен 
сумме квадратов смежных сторон.

Длины смежных сторон можно назвать из
мерениями прямоугольника, и поэтому квадрат диаго
нали прямоугольника равен сумме квадратов двух его 
измерений. Оказывается, аналогичным свойством об
ладает и прямоугольный параллелепипед.

Теорема

Квадрат диагонали прямоугольного параллелепипеда
равен сумме квадратов трех его измерений.

Доказательство
Обратимся к рисунку 64, на котором изо

бражен параллелепипед ABCDAXBXCXDX9 и докажем, что

АС2 АВ2 AD2 АА2.

Так как ребро ССг перпендикулярно к осно
ванию ABCD, то угол АССХ прямой. Из прямоугольного 
треугольника АССХ по теореме Пифагора получаем

AC2 AC2 СС*.

Но АС — диагональ прямоугольника ABCD, 
поэтому АС2 = АВ2 + A_D2. Кроме того, ССХ = ААХ. Следо
вательно, АС2 =АВ2 -ь AD2 + АА2. Теорема доказана.

Следствие

Диагонали прямоугольного параллелепипеда равны.

Прямоугольный параллелепипед, у которо
го все три измерения равны, называется кубом. Все 
грани куба — равные друг другу квадраты.

25* Трехгранный угол
Рассмотрим три луча с общим началом О —

ОА, ОВ и ОС, не лежащие в одной плоскости. Фигура, 
состоящая из углов АОВ, ВОС, СОА и их внутренних об-
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ластей, называется трехгранным углом ОАВС, а указан
ные углы — плоскими углами этого трехгранного угла.

Докажем, что каждый плоский угол трех
гранного угла меньше суммы двух других плоских уг
лов. Рассмотрим трехгранный угол ОАВС и для опреде
ленности будем считать, что ZBOC > ZAOC > ZAOB. 
Достаточно доказать, что ZBOC < ZAOB + ZAOC (объ
ясните почему). Если ZBOC = ZAOB , то справедли
вость этого неравенства очевидна. В противном случае 
(ZBOC > ZAOB) поступим так.

На луче ВС выберем точку М  так, чтобы 
угол МОВ оказался равным углу АОВ (рис. 65, а). По
скольку ZBOC > ZAOB , то точка М  будет лежать меж
ду точками В и С. Далее, на луче О А отложим отрезок 
ON = ОМ. Треугольники BON и ВОМ  равны по первому 
признаку равенства треугольников, поэтому BN = ВМ.

В треугольнике BCN имеем: ВМ  + МС = 

- ВС < BN + NC = ВМ  + NC, откуда находим: МС < NC .
Разогнем двугранный угол с ребром ОС так, 

чтобы точки М , N, О и С оказались лежащими в одной 
плоскости, и проведем биссектрису OD треугольни
ка MON  (рис. 65, б). Поскольку треугольник MON  — 
равнобедренный, то отрезок OD является его медианой 
и высотой: MD  = DN , OD _L MN. Таким образом, пря
мая OD проходит через середину стороны M N  тре
угольника MNC и перпендикулярна к этой стороне. 
Следовательно, она пересекает большую из сторон МС 
и NC (докажите это), т. е. сторону NC . Поэтому 
ZMOC < ZNOC. Обратимся теперь к рисунку 65, а. 
Мы видим, что

ZBOC = ZMOB  + ZMOC =
= ZAOB + ZMOC < ZAOB 4- ZNOC = ZAOB + ZAOC,

что и требовалось доказать.

О

В

а)

б)

Рис. 65

26* Многогранный угол
Рассмотрим фигуру, составленную из углов 

А1ОА2, А2ОА3, ..., АпОАх и их внутренних областей так, 
что смежные углы (т. е. углы АхОА2 и А2ОАг, ..., АпОАх 
и АхОА2) не лежат в одной плоскости, а несмежные 
углы (с их внутренними областями) не имеют общих 
точек. Такая фигура называется многогранным углом 
ОАхА2 ... Ап, углы, из которых составлен этот многогран
ный угол, — плоскими углами, лучи ОАи ОА2, ..., ОАп — 
ребрами, а точка О — вершиной этого многогранного
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угла. Примером многогранного угла является трех
гранный угол.

Многогранный угол называется выпуклым, 
если он лежит по одну сторону от плоскости каждого 
из своих плоских углов. В частности, трехгранный 
угол — выпуклый (объясните почему).

Докажем, что для любого выпуклого мно
гогранного угла существует плоскость, пересекающая 
все его ребра. Рассмотрим ребра ОАх и ОА2 многогран
ного угла ОАхА2 .. .А п. Поскольку данный многогран
ный угол — выпуклый, то точки А3, ..., Ап лежат по 
одну сторону от плоскости ОАхА2.

Проведем среднюю линию ВС треугольни
ка ОАгА2 (рис. 66) и выберем из ребер ОА3, ..., ОАп то 
ребро ОД, для которого величина двугранного угла ОВСА, 
имеет наименьшее значение (на рисунке грани этого 
двугранного угла закрашены). Рассмотрим полуплос
кость с границей ВС, делящую двугранный угол ОВСА( 
на два двугранных угла (на рисунке эта полуплоскость 
не изображена). Все вершины Аи ..., Ап лежат по одну 

сторону от плоскости а, содержащей эту полуплос

кость, а точка О — по другую сторону от плоскости а  
(объясните почему). Следовательно, плоскость а  пере
секает все ребра ОАх, ..., ОА„. Утверждение доказано.

Выпуклые многогранные 
еще одним важным свойством.

углы обладают

Теорема

Сумма плоских углов выпуклого многогранного угла
меньше 360°.

Доказательство
Рассмотрим выпуклый многогранный угол 

с вершиной О и проведем плоскость, пересекающую все 
его ребра в некоторых точках Ах, А2, ..., Ап (рис. 67).
Ясно, что многоугольник АХА2 ... Ап — выпуклый. Имеем

ZAjOAg + ZA2OA3 + ... + ZAnOAx =
= (180° - ZOAxA2 - ZOA2Ax) 4- (180° - ZOA2A3 - ZOA3A2) + ...

... + (180° - ZOAnAx - ZOAxAn) =

= 180° • n - (ZOAxAn + ZOAxA2) - (ZOA2Ax + ZOA2A3) - ...
... - (ZOAnAn_l + ZOAnAx).

Но сумма двух плоских углов трехгранного 
угла больше третьего плоского угла (см. п. 25), поэтому рис. 67

О
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ZOAtAn + ZOAjAq > ZAnAxA& ...,

Z O A A - ! + ZOAnAx > ZAn_,AnA,.

Следовательно, искомая сумма меньше, чем 

180° * п - (ZAnAxA2 + ZA^A-j + ... + ZA„_ А Д )  =

= 180° • п - 180° • (п - 2) = 360°.

Теорема доказана.

Залачи

166 Неперпендикулярные плоскости а  и Р пересекаются по прямой MN. 
В плоскости Р из точки А проведен перпендикуляр АВ к прямой MN  
и из той же точки А  проведен перпендикуляр АС к плоскости а. 
Докажите, что ZABC — линейный угол двугранного угла AMNC.

167 В тетраэдре DABC все ребра равны, точка М  — середина ребра АС. 
Докажите, что ZDM B  — линейный угол двугранного угла BACD.

168 Двугранный угол равен ф. На одной грани этого угла лежит точка, 
удаленная на расстояние d от плоскости другой грани. Найдите 
расстояние от этой точки до ребра двугранного угла.

169 Даны два двугранных угла, у которых одна грань общая, а две 
другие грани являются различными полуплоскостями одной плос
кости. Докажите, что сумма этих двугранных углов равна 180°.

170 Из вершины В треугольника ABC, сторона АС которого лежит 
в плоскости а, проведен к этой плоскости перпендикуляр ВВг. 
Найдите расстояния от точки В до прямой АС и до плоскости а, 
если АВ = 2 см, ZBAC = 150° и двугранный угол ВАСВ1 равен 45°.

171 Гипотенуза прямоугольного равнобедренного треугольника лежит 
в плоскости а, а катет наклонен к этой плоскости под углом 30°. 
Найдите угол между плоскостью а  и плоскостью треугольника.

172 Катет АС прямоугольного треугольника ABC с прямым углом С ле
жит в плоскости а, а угол между плоскостями а  и ABC равен 60°. 
Найдите расстояние от точки В до плоскости а, если АС = 5 см, 
АВ = 13 см.

173 Ребро CD тетраэдра ABCD перпендикулярно к плоскости ABC, 
АВ = ВС = АС = 6, BD = Зл/7. Найдите двугранные углы DACB, 

DABC, BDCA.
174 Найдите двугранный угол ABCD тетраэдра ABCD, если углы DAB, 

DAC и АСВ прямые, АС ~ СВ = 5, DB = 5-\/5.

175 Докажите, что если все ребра тетраэдра равны, то все его двугран
ные углы также равны. Найдите эти углы.

176 Через сторону AD ромба ABCD проведена плоскость ADM  так, что 
двугранный угол BADM равен 60°. Найдите сторону ромба, если 
ZBAD  = 45° и расстояние от точки В до плоскости ADM  равно 4-УЗ.
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177 Докажите, что плоскость, перпендикулярная к прямой, по кото
рой пересекаются две данные плоскости, перпендикулярна к каж
дой из этих плоскостей.

178 Плоскости а  и Р взаимно перпендикулярны и пересекаются по 
прямой с. Докажите, что любая прямая плоскости а, перпендику
лярная к прямой с, перпендикулярна к плоскости р.
Решение
Проведем в плоскости а  произвольную прямую АС , перпендику
лярную к прямой с, С е с. Докажем, что СА JL р.
В плоскости р через точку С проведем прямую СВ, перпендикуляр
ную к прямой с. Так как СА 1 с и СВ _1_ с, то Z.ACB — линейный 
угол одного из двугранных углов, образованных плоскостями а  и 
р. По условию задачи a  _L р, поэтому ZACB — прямой, т. е. 
СА 1 СВ. Таким образом, прямая СА перпендикулярна к двум пе
ресекающимся прямым с и СВ плоскости р, поэтому СА ± р.

179 Плоскости а  и Р взаимно перпендикулярны. Через некоторую точ
ку плоскости а  проведена прямая, перпендикулярная к плоскости р. 
Докажите, что эта прямая лежит в плоскости а.

180 Докажите, что плоскость и не лежащая в ней прямая, перпенди
кулярные к одной и той же плоскости, параллельны.

181 Плоскости а  и Р пересекаются по прямой а. Из точки М  проведены 
перпендикуляры МА и MB соответственно к плоскостям а  и р. Пря
мая а пересекает плоскость АМВ в точке С. Докажите, что МС _L а.

182 Плоскости а  и Р взаимно перпендикулярны и пересекаются по 
прямой а. Из точки М  проведены перпендикуляры МА и MB  
к этим плоскостям. Прямая а пересекает плоскость АМВ  в точ
ке С. а) Докажите, что четырехугольник АСВМ  является прямо
угольником. б) Найдите расстояние от точки М  до прямой а, если 
AM = т , ВМ  = п.

183 Плоскости а и р  пересекаются по прямой а и перпендикулярны 
к плоскости у. Докажите, что прямая а перпендикулярна к плос
кости у.

184 Общая сторона АВ треугольников ABC и ABD равна 10 см. Плоско
сти этих треугольников взаимно перпендикулярны. Найдите CD, 
если треугольники: а) равносторонние; б) прямоугольные равно
бедренные с гипотенузой АВ.

185 Прямая а не перпендикулярна к плоскости а. Докажите, что су
ществует плоскость, проходящая через прямую а и перпендику
лярная к плоскости а.
Решение
Через произвольную точку М  прямой а проведем прямую р, пер
пендикулярную к плоскости а, и рассмотрим плоскость р, прохо
дящую через прямые а и р .  Плоскость Р является искомой, так 
как она проходит через прямую а и по признаку перпендикуляр
ности двух плоскостей перпендикулярна к плоскости а.
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186 Докажите, что существует, и притом только одна, прямая, пересе
кающая две данные скрещивающиеся прямые а и & и перпендику
лярная к каждой из них.

Решение
Рассмотрим плоскость а, проходящую через прямую а и параллель
ную прямой Ь. Через прямые а и Ъ проведем плоскости (3 и у так, 

чтобы (3 -L а  и у _L а  (задача 185). Докажите самостоятельно, что 
прямая р , по которой пересекаются плоскости (3 и у, искомая. 
Докажем, что р  — единственная прямая, 
удовлетворяющая условию задачи. Предпо
ложим, что существуют две прямые А1В 1 
и Л2В 2, пересекающие данные скрещиваю
щиеся прямые а и Ъ и перпендикулярные 
к каждой из них (рис. 68). Прямые АхВ г 
и А2В2 перпендикулярны к плоскости а  
(объясните почему), поэтому они парал
лельны. Отсюда следует, что скрещивающие
ся прямые а и b лежат в одной плоскости, Рис б8 
что противоречит определению скрещиваю
щихся прямых.

187 Найдите диагональ прямоугольного параллелепипеда, если его 

измерения равны: а) 1, 1, 2; б) 8, 9, 12; в) л/39, 7, 9.
188 Ребро куба равно а. Найдите диагональ куба.
189 Найдите расстояние от вершины куба до плоскости любой грани, 

в которой не лежит эта вершина, если: а) диагональ грани куба 
равна т ; б) диагональ куба равна d .

190 Дан куб ABCDA-^B-fi^D^ Найдите следующие двугранные углы:
а) АВВХС; б) ADD}B ; в) АХВ В ХК, где К — середина ребра A XD X.

191 Дан куб ABCDAxB lClD x. Докажите, что плоскости АВС1 и A XB XD 
перпендикулярны.

192 Найдите тангенс угла между диагональю куба и плоскостью одной 
из его граней.

193 В прямоугольном параллелепипеде ABCDAXBXCXD X дано: DXB = d , 

AC = т , АВ = п. Найдите расстояние между: а) прямой А ХС} 
и плоскостью ABC; б) плоскостями АВВХ и DCCX; в) прямой DDX 
и плоскостью АССХ.

194 Ребро куба равно а. Найдите расстояние между скрещивающими
ся прямыми, содержащими: а) диагональ куба и ребро куба;
б) диагональ куба и диагональ грани куба.

195 Найдите измерения прямоугольного параллелепипеда ABCDAXBXCXDX, 
если АСХ = 12 см и диагональ BDX составляет с плоскостью грани 

AAXDXD угол в 30°, а с ребром DDX — угол в 45°.
196 Изобразите куб ABCDAXBXCXD X и постройте его сечение плоскостью, 

проходящей через: а) ребро ААХ и перпендикулярной к плоскости 
BBXDX; б) ребро АВ и перпендикулярной к плоскости CDAX.
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Вопросы к главе II

Верно ли утверждение: если две прямые в пространстве перпенди
кулярны к третьей прямой, то эти прямые параллельны? Верно ли 
это утверждение при условии, что все три прямые лежат в одной 
плоскости?
Параллельные прямые b и с лежат в плоскости а, а прямая а пер
пендикулярна к прямой Ь. Верно ли утверждение: а) прямая а 
перпендикулярна к прямой с; б) прямая а пересекает плоскость а? 
Прямая а перпендикулярна к плоскости а, а прямая b не перпен
дикулярна к этой плоскости. Могут ли прямые а и b быть парал
лельными?
Прямая а параллельна плоскости а, а прямая b перпендикулярна 
к этой плоскости. Верно ли утверждение, что прямые а п b взаим
но перпендикулярны?
Прямая а параллельна плоскости а, а прямая Ъ перпендикулярна 
к этой плоскости. Существует ли прямая, перпендикулярная 
к прямым а и Ь?
Верно ли утверждение, что все прямые, перпендикулярные к дан
ной плоскости и пересекающие данную прямую, лежат в одной 
плоскости?
Могут ли две плоскости, каждая из которых перпендикулярна 
к третьей плоскости, быть: а) параллельными плоскостями;
б) перпендикулярными плоскостями?
Можно ли через точку пространства провести три плоскости, каж
дые две из которых взаимно перпендикулярны?
Диагональ квадрата перпендикулярна к некоторой плоскости. Как 
расположена другая диагональ квадрата по отношению к этой 
плоскости?
Сколько двугранных углов имеет: а) тетраэдр; б) параллелепипед? 

Дополнительные задачи

Отрезок ВМ  перпендикулярен к плоскости прямоугольника ABCD. 
Докажите, что прямая CD перпендикулярна к плоскости МВС. 
Точка А лежит в плоскости а , а точка В удалена от этой плоскости 
на расстояние 9 см. Точка М  делит отрезок АВ в отношении 4 : 5 ,  
считая от точки А . Найдите расстояние от точки М  до плоскости а. 
Точка S равноудалена от вершин прямоугольного треугольника 
и не лежит в плоскости этого треугольника. Докажите, что пря
мая SM, где М  — середина гипотенузы, перпендикулярна к плос
кости треугольника.
Докажите, что любая точка прямой, которая проходит через центр 
окружности, описанной около многоугольника, и перпендикуляр
на к плоскости многоугольника, равноудалена от вершин этого 
многоугольника.
Найдите угол между скрещивающимися прямыми АВ и PQ , если 
точки Р  и Q равноудалены от концов отрезка АВ.
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202 Точка удалена от каждой из вершин прямоугольного треугольника 
на расстояние 10 см. На каком расстоянии от плоскости треуголь
ника находится эта точка, если медиана, проведенная к гипотену
зе, равна 5 см?

203 Через центр О окружности, вписанной в треугольник ABC, прове
дена прямая ОК, перпендикулярная к плоскости треугольника. 
Найдите расстояние от точки К до сторон треугольника, если 
АВ = ВС = 10 см, АС = 12 см, ОК = 4 см.

204 Прямая ОМ  перпендикулярна к плоскости правильного треуголь
ника ABC и проходит через центр О этого треугольника, ОМ  = а, 
ZMCO  = ф. Найдите: а) расстояние от точки М  до каждой из вер
шин треугольника ABC и до прямых АВ, ВС и СА; б) длину окруж
ности, описанной около треугольника ABC; в) площадь треугольни
ка ABC.

205 Через вершину С прямого угла прямоугольного треугольника ABC 
проведена прямая CD, перпендикулярная к плоскости этого тре
угольника. Найдите площадь треугольника ABD , если СА = 3 дм, 
СВ = 2 дм, CD = 1 дм.

206 Стороны треугольника равны 17 см, 15 см и 8 см. Через верши
ну А меньшего угла треугольника проведена прямая AM, перпен
дикулярная к его плоскости. Определите расстояние от точки М  
до прямой, содержащей меньшую сторону треугольника, если из
вестно, что AM  = 20 см.

207 В треугольнике ABC дано: АВ = ВС = 13 см, АС = 10 см. Точка Мр
удалена от прямых АВ, ВС и АС на 8— см. Найдите расстояние от

о
точки М  до плоскости ABC, если ее проекция на эту плоскость ле
жит внутри треугольника.

208 Из точки К, удаленной от плоскости а  на 9 см, проведены к плос
кости а  наклонные KL и КМ , образующие между собой прямой 
угол, а с плоскостью а  — углы в 45° и 30° соответственно. Найди
те отрезок LM .

209 Углы между равными отрезками АВ и АС 
и плоскостью а, проходящей через точку А, рав
ны соответственно 40° и 50°. Сравните расстоя
ния от точек В и С до плоскости а. В

210 На рисунке 69 двугранные углы НАВР и PABQ 
равны. Докажите, что каждая точка плоскости 
АВР равноудалена от плоскостей АВН  и ABQ.

211 Плоскости правильного треугольника KDM  
и квадрата KMNP  взаимно перпендикулярны.
Найдите DN , если КМ  = а.

212 Точка С является проекцией точки D на плос- ^  
кость треугольника ABC. Докажите, что пло

щадь треугольника ABD равна s , где
cos а Рис. 69
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S — площадь треугольника ABC, а а  — угол между плоскостями 
ABC и ABD .

213 Правильные треугольники ABC и ВВС расположены так, что вер
шина D проектируется в центр треугольника ABC. Вычислите угол 
между плоскостями этих треугольников.

214 Проекцией прямоугольника ABCD на плоскость а  является квад

рат ABCXDX. Вычислите угол ф между плоскостью а  и плоскостью 

прямоугольника ABCD, если АВ : ВС = 1 : 2 .
215 Параллельные прямые АВ и CD лежат в разных гранях двугранно

го угла, равного 60°. Точки А и D удалены от ребра двугранного 
угла соответственно на 8 см и 6,5 см. Найдите расстояние между 
прямыми АВ и CD.

216 Точки А и В лежат на ребре данного двугранного угла, равного 

120°. Отрезки АС и BD проведены в разных гранях и перпендику
лярны к ребру двугранного угла. Найдите отрезок CD, если 

A B ^A C  = BD = a.
217 Сумма площадей трех граней прямоугольного параллелепипеда, 

имеющих общую вершину, равна 404 дм2, а его ребра пропорцио
нальны числам 3, 7 и 8. Найдите диагональ параллелепипеда.



Глава III 
Многогранники

Понятие многогранника. Призма

27 Понятие многогранника
В главе I мы рассмотрели тетраэдр и парал

лелепипед: тетраэдр — поверхность, составленная из 
четырех треугольников (рис. 70, а), параллелепипед — 
поверхность, составленная из шести параллелограммов 
(рис. 70, б). Каждая из этих поверхностей ограничива
ет некоторое геометрическое тело, отделяет это тело от 
остальной части пространства.

Поверхность, составленную из многоуголь
ников и ограничивающую некоторое геометрическое 
тело, будем называть многогранной поверхностью или 
многогранником. Тетраэдр и параллелепипед — при
меры многогранников. На рисунке 71 изображен еще 
один многогранник — октаэдр. Он составлен из восьми 
треугольников. Тело, ограниченное многогранником, 
.часто также называют многогранником.

Многоугольники, из которых составлен мно
гогранник, называются его гранями*. Гранями тетра
эдра и октаэдра являются треугольники (рис. 70, а 
и 71), гранями параллелепипеда — параллелограммы 
(рис. 70, б). Стороны граней называются ребрами, 
а концы ребер — вершинами многогранника. Отрезок, 
соединяющий две вершины, не принадлежащие одной 
грани, называется диагональю многогранника. Плос
кость, по обе стороны от которой имеются точки много
гранника, называется секущей плоскостью, а общая 
часть многогранника и секущей плоскости — сечением 
многогранника.

Многогранники бывают выпуклые и невы
пуклые. Многогранник называется выпуклым, если он 
расположен по одну сторону от плоскости каждой его 
грани. Тетраэдр, параллелепипед и октаэдр — выпук

Тетраэдр

б)

Параллелепипед 

Рис. 70

Октаэдр

Рис. 71

* При этом предполагается, что никакие две соседние грани 
многогранника не лежат в одной плоскости.
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лые многогранники. На рисунке 72 изображен невы
пуклый многогранник.

Ясно, что все грани выпуклого многогран
ника являются выпуклыми многоугольниками. Отме
тим также, что в выпуклом многограннике сумма всех 
плоских углов при каждой его вершине меньше 360° 
(см. п. 26). Рисунок 73 поясняет это утверждение: мно
гогранник «разрезан» вдоль ребер и все его грани с об
щей вершиной А развернуты так, что оказались распо
ложенными в одной плоскости а. Видно, что сумма 
всех плоских углов при вершине А, т. е. (pj + <р2 + ф3, 
меньше 360е.

Невыпуклый
гранник

Рис. 72

много-

28* Геометрическое тело
Мы отметили, что многогранник ограничи

вает некоторое геометрическое тело. Уточним понятие 
геометрического тела.

Точка М  называется граничной точкой дан
ной фигуры F , если среди сколь угодно близких к ней 
точек (включая ее саму) есть точки, как принадлежа
щие фигуре, так и не принадлежащие ей. Множество 
всех граничных точек фигуры называется ее границей. 
Так, например, границей шара является сфера.

Точка фигуры, не являющаяся граничной, 
называется внутренней точкой фигуры. Каждая 
внутренняя точка фигуры характеризуется тем, что 
все достаточно близкие к ней точки пространства 
также принадлежат фигуре. Так, любая точка шара, 
не лежащая на сфере — его границе, является внут
ренней точкой шара.

Фигура называется ограниченной, если ее 
можно заключить в какую-нибудь сферу. Очевидно, 
шар, тетраэдр, параллелепипед — ограниченные фигу
ры, а прямая и плоскость — неограниченные.

Фигура называется связной, если любые 
две ее точки можно соединить непрерывной линией, 
целиком принадлежащей данной фигуре. Примерами 
связных фигур являются тетраэдр (см. рис. 70, а), 
параллелепипед (см. рис. 70, б), октаэдр (см. рис. 71), 
плоскость. Фигура, состоящая из двух параллельных 
плоскостей, не является связной.

Геометрическим телом (или просто телом) 
называют ограниченную связную фигуру в пространст
ве, которая содержит все свои граничные точки, причем 
сколь угодно близко от любой граничной точки нахо
дятся внутренние точки фигуры. Границу тела называ
ют также его поверхностью и говорят, что поверхность 
ограничивает тело.
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Плоскость, по обе стороны от которой име
ются точки данного тела, называется секущей плос
костью. Фигура, которая образуется при пересечении 
тела плоскостью (т. е. общая часть тела и секущей 
плоскости), называется сечением тела.

29* Теорема Эйлера
Сейчас мы докажем удивительную теорему, 

связанную с именем выдающегося математика Леонар
да Эйлера (1707— 1783), швейцарца по происхожде
нию, большую часть жизни работавшего в России.

Теорема
i - ■ . Л-- • -r'^v
В любом выпуклом многограннике сумма числа гра
ней и числа вершин больше числа ребер на 2.

Доказательство
Рассмотрим произвольный выпуклый мно

гогранник, имеющий е вершин, f граней и к ребер.

Докажем, что f + е - k = 2.
Выберем произвольную грань G, отметим 

какую-нибудь точку М  ее внутренней области и прове
дем из нее луч h , перпендикулярный к плоскости этой 
грани и лежащий по ту сторону от нее, по которую нет 
точек многогранника. Если плоскости каких-либо дру
гих граней пересекают луч h, то выберем на нем точ
ку О, лежащую между М  и ближайшей к М  точкой 
пересечения; в противном случае возьмем в качестве 
точки О произвольную точку луча h (рис. 74). Тогда 
точка О окажется лежащей по ту же сторону от плос
кости каждой грани многогранника, отличной от G , 
что и сам многогранник.

Удалим теперь грань G . В результате полу
чим многогранную поверхность F, имеющую те же реб
ра и вершины, что и исходный многогранник, число 

граней которой равно / - 1. Любой луч с началом О пе
ресекает поверхность F не более чем в одной точке (по
скольку после пересечения лучом поверхности F он 
«уходит» в то полупространство, в котором точек по
верхности F нет). Примем точку О за центр проектиро
вания и рассмотрим центральную проекцию поверхно
сти F на плоскость грани G (рис. 75; грань G на этом 
рисунке изображена в увеличенном масштабе). Она 

представляет собой грань G, составленную из / - 1 вы-
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пуклых многоугольников — проекций остальных гра
ней (докажите, что эти многоугольники — выпуклые). 
Число вершин этих многоугольников равно е9 а число 
сторон равно к. Если провести диагональ какого-ни
будь из них, то число вершин не изменится, число мно
гоугольников увеличится на 1, число сторон также уве
личится на 1, поэтому разность числа многоугольников 
и числа сторон не изменится (см. рис. 75). Следователь
но, если каждый многоугольник разделить диагоналя
ми на треугольники, то грань G окажется разделенной 
на /' треугольников с е' вершинами и к' сторонами, 
причем

/ + е' - к' = (/ - 1) + е - к.

Пусть п — число сторон грани G. Каждый 

из треугольников имеет три стороны, поэтому число к' 

меньше числа 3f' на число сторон, каждая из которых 
принадлежит одновременно двум треугольникам, т. е. 

на к' - п:

k' = 3f'- (k '~  п).

Отсюда получаем: п = 2kf - 3/'.
Сумма углов всех треугольников, с одной

стороны, равна f  • 180°, с другой — сумме углов /г-уголь- 

нйка G плюс 360°, умноженных на число е' - п вер
шин, лежащих внутри G:

f  • 180° = (п - 2) • 180° + 360° * (е' - л).

Отсюда находим

Г = 2е' - п - 2 = 2е' - (2к' - 3Г) - 2,

т. е. f  + е' - к' - 1. Но /' + е' - к' — (f - 1) + е - к. Следо

вательно, f + е - к = 2. Теорема доказана.

30 При.ша
Рассмотрим два равных многоугольника 

АХА2 ... Дг и В ХВ2... Вп, расположенных в параллельных 

плоскостях а  и Р так, что отрезки АХВХ, А2В2, ..., АпВп, 
соединяющие соответственные вершины многоуголь
ников, параллельны (рис. 76). Каждый из п четырех
угольников

АХА2В2ВХ, А2А5В3В2, ..., АпАхВхВп (1)

Призма. Многоугольники 
АхА2 ... Ап и В ХВ2 ... Вп — 
основания призмы. Парал
лелограммы АХА2В 2В Х, 
АпАхВ хВп — боковые грани

Рис. 76
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является параллелограммом, так как имеет попарно
параллельные противоположные стороны. Например, 
в четырехугольнике А1А2В2В 1 стороны АХВ Х и А2В2 па
раллельны по условию, а стороны АХА2 и В ХВ2 — по 
свойству параллельных плоскостей, пересеченных 
третьей плоскостью (п. 11).

Многогранник, составленный из двух рав
ных многоугольников АхА2 ... Ап и В ХВ2 ... Вп, располо
женных в параллельных плоскостях, и п параллело
граммов (1), называется призмой (см. рис. 76).

Многоугольники АхА2 ... Ап и В ХВ2 ... Вп на
зываются основаниями, а параллелограммы (1) — бо
ковыми гранями призмы. Отрезки АхВ и А2В2, ..., АпВ п 
называются боковыми ребрами призмы. Эти ребра как 
противоположные стороны параллелограммов (1), по
следовательно приложенных друг к другу, равны 
и параллельны. Призму с основаниями АХА2 ... Ап 
и ВгВ2 ... Вп обозначают АХА2 ... АпВ хВ2 ... Вп и назы
вают и-угольной призмой. На рисунке 77 изображены 
треугольная и шестиугольная призмы, а на рисун
ке 70, б — четырехугольная призма, являющаяся па
раллелепипедом .

Перпендикуляр, проведенный из какой-ни- 
будь точки одного основания к плоскости другого осно
вания, называется высотой призмы.

Если боковые ребра призмы перпендику
лярны к основаниям, то призма называется прямой, 
в противном случае — наклонной. Высота прямой 
призмы равна ее боковому ребру.

Прямая призма называется правильной, 
если ее основания — правильные многоугольники.
У такой призмы все боковые грани — равные прямо- рИс. 77 
угольники (объясните почему). На рисунке 77 изобра
жена правильная шестиугольная призма.

Площадью полной поверхности призмы на
зывается сумма площадей всех ее граней, а площадью 
боковой поверхности призмы — сумма площадей ее 
боковых граней. Площадь SllQJlll полной поверхности 

выражается через площадь S6oK боковой поверхности 
и площадь SOCI1 основания призмы формулой

с _ с + ОС
*'-?полн *^бок ' ‘-‘к-}осн •

Докажем теорему о площади боковой поверх
ности прямой призмы.
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Теорема

Площадь боковой поверхности прямой призмы равна 
произведению периметра основания на высоту призмы.

Доказательство
Боковые грани прямой призмы — прямо

угольники, основания которых — стороны основания 
призмы, а высоты равны высоте h призмы. Площадь 
боковой поверхности призмы равна сумме площадей 
указанных прямоугольников, т. е. равна сумме произ
ведений сторон основания на высоту h. Вынося мно
житель h за скобки, получим в скобках сумму сторон 

основания призмы, т. е. его периметр Р. Итак, S6oK = Ph. 

Теорема доказана.

31* Пространственная теорема Пифагора
Решим сначала такую задачу.

Задача
Найти площадь Sx прямоугольной проекции 

многоугольника с площадью S на плоскость а, если 

угол между плоскостью многоугольника и плоскостью а  
равен ф (0° < ф < 90°).

Решение
а) Начнем с того случая, когда данный 

многоугольник является треугольником, одна из сто
рон которого лежит в плоскости а. Обратимся к рисун

ку 78, а, на котором сторона АВ  треугольника ABC ле

жит в плоскости а, отрезок ССХ — перпендикуляр, про

веденный из точки С к плоскости а, и, следовательно, 

треугольник АВСХ — проекция треугольника ABC на 
эту плоскость. Пусть отрезок СХН  — высота треугольни
ка АВСХ. Тогда отрезок СН — высота треугольника ABC 
(по теореме о трех перпендикулярах), a Z.CHCX - ф (объ
ясните почему). Так как

S ^^A B - C .H , S = i  АВ ■ СН, СХН  = СН ■ cos ср,

ТО

Sx = S • cos ф. (2)

б) Если сторона АВ данного треугольни

ка ABC параллельна плоскости а  (рис. 78, б; на этом

в)

Рис. 78
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рисунке треугольник AlB1Cl — проекция треугольни
ка ABC, плоскость АВС2 параллельна плоскости а), 
то, согласно доказанному, площадь треугольника АВС2 
равна S • cos ср. Но треугольник АВС2 равен треуголь
нику A ^ f i i  (докажите это), поэтому его площадь рав
на Sj. Таким образом, и в этом случае площадь S, про
екции треугольника ABC с площадью S выражается 
формулой (2).

в) Рассмотрим, наконец, произвольный 
многоугольник с площадью S. Разобьем его на тре
угольники. Если ни одна из сторон какого-то из них 
не параллельна плоскости а  и не лежит в ней, то разо
бьем этот треугольник на два треугольника отрезком, 
проведенным через одну из его вершин параллельно 

плоскости а  (рис. 78, в), либо в самой плоскости а  
(рис. 78, г). Выразим площадь проекции каждого тре
угольника по формуле (2) и сложим эти площади. Вы- 
неся за скобки общий множитель cos ф, получим 
в скобках сумму площадей треугольников, т. е. пло
щадь S данного многоугольника. Таким образом, пло
щадь Sj проекции многоугольника выражается фор
мулой (2).

Воспользуемся этим для доказательства 
утверждения, получившего название пространствен
ная теорема Пифагора.

Теорема

Если все плоские углы при одной из вершин тетраэд
ра — прямые, то квадрат площади грани, противоле
жащей этой вершине, равен сумме квадратов площа
дей остальных граней.

Доказательство
Рассмотрим тетраэдр ОАВС, в котором 

ZAOB = ZBOC = ZCOA = 90°. Пусть Sc, SA, SR и S — 
площади треугольников ОАВ, ОВС , ОСА и ABC, а, (3, 
у — величины двугранных углов с ребрами АВ, ВС,
СА, точка D — проекция точки О на плоскость грани 
ABC (рис. 79). Поскольку а  < 90°, р < 90°, у < 90° (до
кажите это), то точка D лежит внутри треугольника 
ABC. Треугольники ОАВ, ОВС и ОСА являются проек
циями треугольника ABC, поэтому Sc = S cos а,
SA = S cos p, SB = S c o s  y.

Треугольники ABD, BCD и CAD являются 
проекциями треугольников ОАВ, ОВС и ОСА на плос- Рис. 79

66 Многогранники



кость грани ABC , причем сумма площадей этих 
треугольников равна площади S треугольника ABC .
Таким образом,

(S cos а) • cos а  + (S cos Р) • cos р + (S cos у) • cos у =
= S (cos2 а  + cos2 Р + cos2 у) = S.

Следовательно, cos2 а  + cos2 Р + cos2 у = 1. Поэтому

Sc2 + SA2 + SB2 = S2 (cos2 а  + cos2 P + cos2 y) = S2.

Теорема доказана.

Задачи

218 Докажите, что: а) у прямой призмы все боковые грани — прямо
угольники; б) у правильной призмы все боковые грани — равные 
прямоугольники.

219 В прямоугольном параллелепипеде стороны основания равны 
12 см и 5 см. Диагональ параллелепипеда образует с плоскостью 
основания угол в 45°. Найдите боковое ребро параллелепипеда.

220 Основанием прямого параллелепипеда является ромб с диагоналя
ми 10 см и 24 см, а высота параллелепипеда равна 10 см. Найдите 
большую диагональ параллелепипеда.

221 Сторона основания правильной треугольной призмы равна 8 см, 
боковое ребро равно 6 см. Найдите площадь сечения, проходящего 
через сторону верхнего основания и противолежащую вершину 
нижнего основания.

222 Основанием прямой призмы является равнобедренная трапеция 
с основаниями 25 см и 9 см и высотой 8 см. Найдите двугранные 
углы при боковых ребрах призмы.

223 Через два противолежащих ребра куба проведено сечение, площадь 
которого равна 64 л/2 см2. Найдите ребро куба и его диагональ.

224 Диагональ правильной четырехугольной призмы наклонена 
к плоскости основания под углом 60°. Найдите площадь сече
ния, проходящего через сторону нижнего основания и противоле
жащую сторону верхнего основания, если диагональ основания 
равна 4 42 С М .

225 Диагональ правильной четырехугольной призмы образует с плос
костью боковой грани угол в 30°. Найдите угол между диагональю 
и плоскостью основания.

226 В правильной четырехугольной призме через диагональ основания 
проведено сечение параллельно диагонали призмы. Найдите пло
щадь сечения, если сторона основания призмы равна 2 см, а ее вы
сота равна 4 см.

227 Основание призмы — правильный треугольник ABC. Боковое реб
ро ААг образует равные углы со сторонами основания АС и АВ. 

Докажите, что: а) ВС JL АА^ б) ССХВ ХВ — прямоугольник.

3* V/ :< I 11 , I !■ .ч и  I. ч



228 Основанием наклонной призмы АВСАХВ ХСХ является равнобедрен
ный треугольник ABC, в котором АС - АВ — 13 см, ВС = 10 см, 
а боковое ребро призмы образует с плоскостью основания угол 
в 45°. Проекцией вершины Аг является точка пересечения медиан 
треугольника ABC. Найдите площадь грани ССгВ хВ.

229 В правильной /г-угольной призме сторона основания равна а и высо
та равна h. Вычислите площади боковой и полной поверхности приз
мы, если: а) п = 3, а = 10 см, h-  15 см; б) п = 4, а = 12 дм, h - 8 дм;
в) п = 6, а = 23 см, h = 5 дм; г) п = 5, а = 0,4 м, h = 10 см.

230 Основание прямой призмы — треугольник со сторонами 5 см 
и 3 см и углом в 120° между ними. Наибольшая из площадей бо
ковых граней равна 35 см2. Найдите площадь боковой поверхно
сти призмы.

231 Стороны основания прямого параллелепипеда равны 8 см и 15 см 
и образуют угол в 60°. Меньшая из площадей диагональных сече
ний* равна 130 см2. Найдите площадь поверхности параллелепипеда.

232 Диагональ прямоугольного параллелепипеда, равная d, образует 
с плоскостью основания угол ф, а с одной из боковых граней — 
угол а. Найдите площадь боковой поверхности параллелепипеда.

233 Основанием прямой призмы ABCA^fiy  является прямоугольный 
треугольник ABC с прямым углом В. Через ребро ВВХ проведено 
сечение BBfi^D, перпендикулярное к плоскости грани ААХСХС. 
Найдите площадь сечения, если ААХ = 10 см, AD = 27 см, 
DC = 12 см.

234 Основанием прямой призмы является прямоугольный треуголь
ник. Через середину гипотенузы перпендикулярно к ней проведе
на плоскость. Найдите площадь сечения, если катеты равны 20 см 
и 21 см, а боковое ребро равно 42 см.

235 Основанием прямой призмы является прямоугольный треуголь
ник с острым углом ф. Через катет, противолежащий этому углу, 
и через противоположную этому катету вершину основания 
проведено сечение, составляющее угол 0 с плоскостью основа
ния. Найдите отношение площади боковой поверхности призмы 
к площади сечения.

236 Докажите, что площадь боковой поверхности наклонной призмы 
равна произведению периметра перпендикулярного сечения на 
боковое ребро.

237 Боковое ребро наклонной четырехугольной призмы равно 12 см, 
а перпендикулярным сечением является ромб со стороной 5 см. 
Найдите площадь боковой поверхности призмы.

* Сечение параллелепипеда называется диагональным, если 
оно содержит какую-нибудь его диагональ и боковое ребро.

**Перпендикулярным сечением наклонной призмы называется 
ее сечение плоскостью, перпендикулярной к боковым ребрам 
и пересекающей их.



238 В наклонной треугольной призме две боковые грани взаимно пер
пендикулярны, а их общее ребро, отстоящее от двух других боко
вых ребер на 12 см и 35 см, равно 24 см. Найдите площадь боко
вой поверхности призмы.

§ Пирамида

32 Пирамида
Рассмотрим многоугольник А 1А2 .. .А п и 

точку Р, не лежащую в плоскости этого многоугольни
ка. Соединив точку Р отрезками с вершинами много
угольника, получим п треугольников (рис. 80):

Р А Л , Р М .  ..м Р А Ж  (1)

Многогранник, составленный из /г-уголь
ника АХА2 ... Ап и п треугольников (1), называется пи
рамидой. Многоугольник АхА2 ... Ап называется осно
ванием, а треугольники (1) — боковыми гранями 
пирамиды. Точка Р называется вершиной пирамиды, 
а отрезки РАг, РА2, ..., РАп — ее боковыми ребрами. 
Пирамиду с основанием АХА2 Ап и вершиной Р обо
значают так: РАхА2 •••Ап — и называют /г-угольной 
пирамидой. На рисунке 81 изображены четырехуголь
ная и шестиугольная пирамиды. Ясно, что треуголь
ная пирамида — это тетраэдр.

Перпендикуляр, проведенный из вершины 
пирамиды к плоскости основания, называется высотой 
пирамиды. На рисунке 80 отрезок PH  является высо
той пирамиды.

Площадью полной поверхности пирамиды 
называется сумма площадей всех ее граней (т. е. осно
вания и боковых граней), а площадью боковой поверх
ности пирамиды — сумма площадей ее боковых гра- 
ней. Очевидно, SnojIH = S6oK + SOCH.

33 Правильная пирамида
Пирамида называется правильной, если ее 

основание — правильный многоугольник, а отрезок, 
соединяющий вершину пирамиды с центром основа
ния*, является ее высотой (рис. 82).

Пирамида. Многоуголь
ник а ха 2а 3 ...а „  — 
основание пирамиды. 
Треугольники АгРА2, 
А2РАг, ..., АпРАх— боко
вые грани, Р  — вершина 
пирамиды

Рис. 80

Рис. 81

* Напомним, что центром правильного многоугольника назы
вается центр вписанной в него окружности.
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Докажем, что все боковые ребра правиль
ной пирамиды равны, а боковые грани являются рав
ными равнобедренными треугольниками.

Рассмотрим правильную пирамиду 
РАХА2... Ап (см. рис. 82). Сначала докажем, что все бо
ковые ребра этой пирамиды равны. Любое боковое реб
ро представляет собой гипотенузу прямоугольного тре
угольника, одним катетом которого служит высота РО 
пирамиды, а другим — радиус описанной около ос
нования окружности (например, боковое ребро РАХ ■— 

гипотенуза треугольника ОРА19 в котором ОР = /г,

ОАг = R). По теореме Пифагора любое боковое ребро 

равно л/Л2 R 2, поэтому

РА1=РА2= ...= Р А я.

Мы доказали, что боковые ребра правиль
ной пирамиды РАХА2 ... Ап равны друг другу, поэтому 
боковые грани — равнобедренные треугольники. Осно
вания этих треугольников также равны друг другу, так 
как АХА2 ... Ап — правильный многоугольник. Следова
тельно, боковые грани равны по третьему признаку ра
венства треугольников, что и требовалось доказать.

Высота боковой грани правильной пирами
ды, проведенная из ее вершины, называется апофемой.
На рисунке 82 отрезок РЕ — одна из апофем. Ясно, что 
все апофемы правильной пирамиды равны друг другу.

Докажем теорему о площади боковой по
верхности правильной пирамиды.

Теорема

Площадь боковой поверхности правильной пирамиды
равна половине произведения периметра основания на
апофему.

Доказательство
Боковые грани правильной пирамиды — 

равные равнобедренные треугольники, основания кото
рых — стороны основания пирамиды, а высоты равны 
апофеме. Площадь S боковой поверхности пирамиды 
равна сумме произведений сторон основания на поло

вину апофемы d. Вынося множитель ^d  за скобки, по

лучим в скобках сумму сторон основания пирамиды, 
т. е. его периметр. Теорема доказана.

Е А

Рис. 82

Многогранники



Усеченная пирамида 

Рис. 83

34 Усеченная пирамида
Возьмем произвольную пирамиду РАХА2 ... Ап 

и проведем секущую плоскость р, параллельную плос
кости а  основания пирамиды и пересекающую боковые 
ребра в точках Вх, В2, Вп (рис. 83). Плоскость Р раз
бивает пирамиду на два многогранника. Многогранник, 
гранями которого являются д-угольники АхА2 ...А п 
и В ХВ2 ... Вп (нижнее и верхнее основания), располо
женные в параллельных плоскостях, и п четырех
угольников АхА2В2В и А2АгВ 3В2, АпАхВ хВп (боковые 
грани), называется усеченной пирамидой.

Отрезки АХВ Х, А2В 2у ..., АпВп называются 
боковыми ребрами усеченной пирамиды.

Усеченную пирамиду с основаниями АХА2... Ап 
и ВхВ2...В п обозначают так: АХА2... АпВхВ 2...В п.

Перпендикуляр, проведенный из какой- 
нибудь точки одного основания к плоскости другого 
основания, называется высотой усеченной пирами
ды. На рисунке 83 отрезок СН  является высотой усе
ченной пирамиды.

Докажем, что боковые грани усеченной пи
рамиды — трапеции. Рассмотрим, например, боковую 
грань АХА2В2В Х ( с м . рис. 83). Стороны АХА2 и В ХВ2 па
раллельны, поскольку принадлежат прямым, по кото
рым плоскость РАхА2 пересекается с параллельными 
плоскостями а и р .  Две другие стороны АХВ Х и А2В 2 
этой грани не параллельны — их продолжения пересе
каются в точке Р. Поэтому данная грань — трапеция. 
Аналогично можно доказать, что и остальные боковые 
грани — трапеции.

Усеченная пирамида называется правиль
ной, если она получена сечением правильной пирами
ды плоскостью, параллельной основанию. Основания 
правильной усеченной пирамиды — правильные много
угольники, а боковые грани — равнобедренные тра
пеции (докажите это). Высоты этих трапеций называ
ются апофемами. Площадью боковой поверхности усе
ченной пирамиды называется сумма площадей ее 
боковых граней.

Теорема

Площадь боковой поверхности правильной усеченной 
пирамиды равна произведению полусуммы перимет
ров оснований на апофему.

Докажите эту теорему самостоятельно,

\/наго.'рии ни к и
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Основанием пирамиды является ромб, сторона которого равна
5 см, а одна из диагоналей равна 8 см. Найдите боковые ребра пи
рамиды, если высота ее проходит через точку пересечения диаго
налей основания и равна 7 см.
Основанием пирамиды является параллелограмм, стороны кото
рого равны 20 см и 36 см, а площадь равна 360 см2. Высота пи
рамиды проходит через точку пересечения диагоналей основания 
и равна 12 см. Найдите площадь боковой поверхности пира
миды.
Основанием пирамиды является параллелограмм со сторонами 5 м 
и 4 м и меньшей диагональю 3 м. Высота пирамиды проходит че
рез точку пересечения диагоналей основания и равна 2 м. Найдите 
площадь полной поверхности пирамиды.
Основанием пирамиды является квадрат, одно из боковых ребер 
перпендикулярно к плоскости основания. Плоскость боковой гра
ни, не проходящей через высоту пирамиды, наклонена к плоско
сти основания под углом 45°. Наибольшее боковое ребро равно 
12 см. Найдите: а) высоту пирамиды; б) площадь боковой поверх
ности пирамиды.
Основанием пирамиды DABC является треугольник ABC, у кото
рого АВ - АС = 13 см, ВС = 10 см; ребро AD перпендикулярно 
к плоскости основания и равно 9 см. Найдите площадь боковой по
верхности пирамиды.
Основанием пирамиды DABC является прямоугольный треуголь
ник ABC, у которого гипотенуза АВ равна 29 см, а катет АС равен 
21 см. Боковое ребро DA перпендикулярно к плоскости основа
ния и равно 20 см. Найдите площадь боковой поверхности пира
миды.
Основанием пирамиды является прямоугольник, диагональ кото
рого равна 8 см. Плоскости двух боковых граней перпендикуляр
ны к плоскости основания, а две другие боковые грани образуют 

с основанием углы в 30° и 45°. Найдите площадь поверхности пи
рамиды.
Высота треугольной пирамиды равна 40 см, а высота каждой боко
вой грани, проведенная из вершины пирамиды, равна 41 см. 
а) Докажите, что высота пирамиды проходит через центр окруж
ности, вписанной в ее основание, б) Найдите площадь основания 
пирамиды, если его периметр равен 42 см.
Двугранные углы при основании пирамиды равны. Докажите, что: 
а) высота пирамиды проходит через центр окружности, вписан
ной в основание пирамиды; б) высоты всех боковых граней, про
веденные из вершины пирамиды, равны; в) площадь боковой по
верхности пирамиды равна половине произведения периметра 
основания на высоту боковой грани, проведенную из вершины пи
рамиды.
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Основанием пирамиды является треугольник со сторонами 12 см,
10 см и 10 см. Каждая боковая грань пирамиды наклонена к осно
ванию под углом 45°. Найдите площадь боковой поверхности пи
рамиды.
В пирамиде все боковые ребра равны между собой. Докажите, что: 
а) высота пирамиды проходит через центр окружности, описан
ной около основания; б) все боковые ребра пирамиды составляют 
равные углы с плоскостью основания.
Основанием пирамиды является равнобедренный треугольник 

с углом 120°. Боковые ребра образуют с ее высотой, равной 16 см, 
углы в 45°. Найдите площадь основания пирамиды.
Основанием пирамиды DABC является прямоугольный треуголь
ник с гипотенузой ВС. Боковые ребра пирамиды равны друг дру
гу, а ее высота равна 12 см. Найдите боковое ребро пирамиды, 

если ВС = 10 см.
Основанием пирамиды DABC является равнобедренный треугольник 
ABC, в котором стороны АВ и АС равны, ВС = 6 см, высота АН  рав

на 9 см. Известно также, что DA = DB - DC = 13 см. Найдите высоту 
пирамиды.
Основанием пирамиды является равнобедренная трапеция с осно

ваниями 6 см и 4 л/6 см и высотой 5 см. Каждое боковое ребро пи
рамиды равно 13 см. Найдите ее высоту.
В правильной треугольной пирамиде сторона основания равна а, 
высота равна Н . Найдите: а) боковое ребро пирамиды; б) плос
кий угол при вершине пирамиды; в) угол между боковым реб
ром и плоскостью основания пирамиды; г) угол между боковой 
гранью и основанием пирамиды; д) двугранный угол при боко
вом ребре пирамиды.
В правильной треугольной пирамиде сторона основания равна

8 см, а плоский угол при вершине равен ср. Найдите высоту этой 
пирамиды.
В правильной четырехугольной пирамиде сторона основания равна 
т , а плоский угол при вершине равен а. Найдите: а) высоту пира
миды; б) боковое ребро пирамиды; в) угол между боковой гранью 
и плоскостью основания; г) двугранный угол при боковом ребре 
пирамиды.
Высота правильной треугольной пирамиды равна /г, а двугранный 

угол при стороне основания равен 45°. Найдите площадь поверх
ности пирамиды.
Боковое ребро правильной четырехугольной пирамиды образует 

угол в 60е с плоскостью основания. Найдите площадь поверхности 
пирамиды, если боковое ребро равно 12 см.
В правильной четырехугольной пирамиде сторона основания рав
на 6 см, а угол наклона боковой грани к плоскости основания ра

вен 60°. Найдите боковое ребро пирамиды.



260 В правильной треугольной пирамиде DABC чёрез боковое ребро DC 

и высоту DO пирамиды проведена плоскость а. Докажите, что:

а) ребро АВ перпендикулярно к плоскости а; б) перпендикуляр, 
проведенный из вершины С к апофеме грани ADB , является пер
пендикуляром к плоскости ADB.

261 Докажите, что в правильной треугольной пирамиде скрещиваю
щиеся ребра взаимно перпендикулярны.

262 Докажите, что плоскость, проходящая через высоту правильной 
пирамиды и высоту боковой грани, перпендикулярна к плоскости 
боковой грани.

263 В правильной пирамиде MABCD точки К, L и N  лежат соответ
ственно на ребрах ВС, МС и AD, причем KN  || BA, KL || ВМ.
а) Постройте сечение пирамиды плоскостью KLN  и определите 
вид сечения, б) Докажите, что плоскость KLN  параллельна плос
кости AM  В.

264 Найдите площадь боковой поверхности правильной шестиуголь
ной пирамиды, если сторона ее основания равна а, а площадь бо
ковой грани равна площади сечения, проведенного через вершину 
пирамиды и большую диагональ основания.

265 В правильной треугольной пирамиде боковое ребро наклонено к пло

скости основания под углом 60°. Через сторону основания проведена 

плоскость под углом 30° к плоскости основания. Найдите площадь 
получившегося сечения, если сторона основания пирамиды равна
12 см.

266 Основанием пирамиды, высота которой равна 2 дм, а боковые 
ребра равны друг другу, является прямоугольник со сторонами
6 дм и 8 дм. Найдите площадь сечения, проведенного через диаго
наль основания параллельно боковому ребру.

267 Пирамида пересечена плоскостью, параллельной основанию. 
Докажите, что боковые ребра и высота пирамиды делятся этой 
плоскостью на пропорциональные части.

268 Плоскость, параллельная плоскости основания правильной четы
рехугольной пирамиды, делит высоту пирамиды в отношении 
1 : 2 ,  считая от вершины пирамиды. Апофема полученной усечен
ной пирамиды равна 4 дм, а площадь ее полной поверхности равна

186 дм2. Найдите высоту усеченной пирамиды.
269 Стороны оснований правильной треугольной усеченной пирамиды 

равны 4 дм и 2 дм, а боковое ребро равно 2 дм. Найдите высоту 
и апофему пирамиды.

270 Основаниями усеченной пирамиды являются правильные тре
угольники со сторонами 5 см и 3 см соответственно. Одно из боко
вых ребер пирамиды перпендикулярно к плоскостям оснований и 
равно 1 см. Найдите площадь боковой поверхности усеченной пи
рамиды.
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§ Правильные многогранники

35 Симметрия в пространстве
В планиметрии мы рассматривали фигуры, 

симметричные относительно точки и относительно 
прямой. В стереометрии рассматривают симметрию от
носительно точки, прямой и плоскости.

Точки А и Аг называются симметричными 
относительно точки О (центр симметрии), если О — се
редина отрезка А4.х (рис. 84, а). Точка О считается 
симметричной самой себе.

Точки А и А] называются симметричными 
относительно прямой а (ось симметрии), если пря
мая а проходит через середину отрезка ААХ и перпенди
кулярна к этому отрезку (рис. 84, б). Каждая точка 
прямой а считается симметричной самой себе.

Точки А и А, называются симметричными 
относительно плоскости а  (плоскость симметрии), если 
плоскость а  проходит через середину отрезка ААг и пер
пендикулярна к этому отрезку (рис. 84, в). Каждая точ
ка плоскости а  считается симметричной самой себе.

Введем понятия центра, оси, плоскости 
симметрии фигуры. Точка (прямая, плоскость) называ
ется центром (осью, плоскостью) симметрии фигуры, 
если каждая точка фигуры симметрична относительно 
нее некоторой точке той же фигуры. Если фигура имеет 
центр (ось, плоскость симметрии), то говорят, что она 
обладает центральной (осевой, зеркальной) симметрией.

На рисунках 85, а, б, в показаны центр О, 
ось а и плоскость а симметрии прямоугольного парал-

Рис. 84

а) б) 
Рис. 85
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лелепипеда. Параллелепипед, не являющийся прямо
угольным, но являющийся прямой призмой, имеет 
плоскость (или плоскости, если его основание — ромб), 
ось и центр симметрии.

Фигура может иметь один или несколько 
центров симметрии (осей, плоскостей симметрии). 
Например, куб имеет только один центр симметрии и 
несколько осей и плоскостей симметрии. Существуют 
фигуры, имеющие бесконечно много центров, осей 
или плоскостей симметрии. Простейшими из таких 
фигур являются прямая и плоскость. Любая точка 
плоскости является ее центром симметрии. Любая 
прямая (плоскость), перпендикулярная к данной 
плоскости, является ее осью (плоскостью) симмет
рии. С другой стороны, существуют фигуры, не 
имеющие центров, осей или плоскостей симметрии. 
Например, параллелепипед, не являющийся прямой 
призмой, не имеет оси симметрии, но имеет центр 
симметрии и может иметь (подумайте, в каком слу
чае) плоскость симметрии; призма и пирамида в об
щем случае не имеют ни плоскости, ни оси, ни цент
ра симметрии (плоскость, ось или центр симметрии 
у этих многогранников могут быть лишь в некоторых 
частных случаях).

С симметрией мы часто встречаемся в при
роде, архитектуре, технике, быту. Так, многие здания 
симметричны относительно плоскости, например глав
ное здание Московского государственного университета 
(рис. 86), некоторые виды деталей имеют ось симмет
рии. Почти все кристаллы, встречающиеся в природе, 
имеют центр, ось или плоскость симметрии (рис. 87). 
В геометрии центр, оси и плоскости симметрии много
гранника называются элементами симметрии этого 
многогранника.

Рис. 86

Рис. 87

36 Понятие правильного многогранника
Выпуклый многогранник называется пра

вильным, если все его грани — равные правильные 
многоугольники и в каждой его вершине сходится одно 
и то же число ребер. Примером правильного много
гранника является куб. Все его грани — равные квад
раты, и к каждой вершине сходятся три ребра.

Очевидно, все ребра правильного много
гранника равны друг другу. Можно Доказать, что рав
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ны также все двугранные углы, содержащие две грани 
с общим ребром.

Докажем, что не существует правильного 
многогранника, гранями которого являются правиль
ные шестиугольники, семиугольники и вообще л-уголь- 

ники при п > 6. В самом деле, угол правильного /г-уголь

ника при п > 6 не меньше 120° (объясните почему). 
С другой стороны, при каждой вершине многогранника 
должно быть не менее трех плоских углов. Поэтому ес
ли бы существовал правильный многогранник, у кото

рого грани — правильные /г-угольники при п > 6, то 
сумма плоских углов при каждой вершине такого мно

гогранника была бы не меньше чем 120° • 3 = 360°. Но 
это невозможно, так как сумма всех плоских углов 
при каждой вершине выпуклого многогранника мень

ше 360° (п. 27).
По этой же причине каждая вершина пра

вильного многогранника может быть вершиной либо 
трех, четырех или пяти равносторонних треугольни
ков, либо трех квадратов, либо трех правильных пяти
угольников. Других возможностей нет.

В соответствии с этим получаем следующие 
правильные многогранники:

Правильный тетраэдр* (рис. 88) составлен 
из' четырех равносторонних треугольников. Каждая 
его вершина является вершиной трех треугольников. 
Следовательно, сумма плоских углов при каждой вер

шине равна 180°.
Правильный октаэдр (рис. 89) составлен 

из восьми равносторонних треугольников. Каждая 
вершина октаэдра является вершиной четырех тре
угольников. Следовательно, сумма плоских углов при 

каждой вершине равна 240°.
Правильный икосаэдр (рис. 90) составлен 

из двадцати равносторонних треугольников. Каждая 
вершина икосаэдра является вершиной пяти треуголь
ников. Следовательно, сумма плоских углов при каж

дой вершине равна 300°.

Рис. 88

Рис. 89

Правильный икосаэдр 

Рис. 90

* Мы различаем правильный тетраэдр и правильную треуголь
ную пирамиду. В отличие от правильного тетраэдра, все реб
ра которого равны, в правильной треугольной пирамиде боко
вые ребра равны друг другу, но они могут быть не равны реб
рам основания пирамиды.



Куб (рис. 91) составлен из шести квадратов. 
Каждая вершина куба является вершиной трех квадра
тов. Следовательно, сумма плоских углов при каждой 

вершине равна 270°.
Правильный додекаэдр (рис. 92) составлен 

из двенадцати правильных пятиугольников. Каждая 
вершина додекаэдра является вершиной трех правиль
ных пятиугольников. Следовательно, сумма плоских уг
лов при каждой вершине равна 324°.

Других видов правильных многогранников, 
кроме перечисленных пяти, нет.

▼ Замечания
1. Число граней /, ребер k и вершин е каж

дого из правильных многогранников можно найти с по
мощью теоремы Эйлера. В самом деле, пусть п — число 
ребер каждой грани, т  — число ребер, сходящихся к 
каждой вершине. Поскольку каждое ребро принадле
жит двум граням, то nf = 2k. Кроме того, те = 2k (так 
как каждое ребро содержит две вершины) и по теореме 
Эйлера f + е - k = 2. Из этих трех равенств находим:

f  4/га ^  2 тп е 4 п
2т  2п тп 2т  2п тп  ’ 2т  2п тп

Таким образом,
у правильного тетраэдра (п = 3, т  = 3):

/ = 4, k = 6, е = 4; 

у правильного октаэдра (п = 3, т  = 4): 
fz= 8, k = 12, е = 6; 

у правильного икосаэдра (п = 3, т  = 5): 
/=20, k - 30, е = 12; 

у куба (п = 4, ш = 3): / = 6, k = 12, е = 8; 
у правильного додекаэдра (п = 5, т  — 3): 

/=12, k = 30, е = 20.

2. Мы доказали, что существует не более 
пяти видов правильных многогранников, но не доказа
ли, что каждый из указанных многогранников дей
ствительно существует. Существование правильного

тетраэдра правильной треугольной пирамиды со сто-
г0

роной основания, равной а, и высотой, равной и

куба очевидно. Центры граней куба являются верши
нами правильного октаэдра (докажите это), поэтому 
существование правильного октаэдра не вызывает со
мнений. Правильный икосаэдр составлен из двух 
правильных пятиугольных пирамид и многогранника,
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Рис. 92
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отдаленно напоминающего пятиугольную призму. 
Высоты пирамид и этого многогранника легко выража
ются через ребро а (как?), поэтому существование пра
вильного икосаэдра также не вызывает сомнений. Нако
нец, центры граней правильного икосаэдра являются 
вершинами правильного додекаэдра (убедитесь в этом), 
поэтому правильный додекаэдр тоже существует.

Отметим, что в существовании всех пяти 
правильных многогранников можно убедиться воочию, 
если склеить их из разверток (задания 271—275). Д

37 Элементы симметрии 
правильных многогранников
Рассмотрим элементы симметрии правиль

ных многогранников. Правильный тетраэдр не имеет 
центра симметрии. Прямая, проходящая через середи
ны двух противоположных ребер, является его осью 
симметрии. Плоскость а, проходящая через ребро АВ 
перпендикулярно к противоположному ребру CD пра
вильного тетраэдра ABCD, является плоскостью сим
метрии (рис. 93). Правильный тетраэдр имеет три оси 
симметрии и шесть плоскостей симметрии.

Куб имеет один центр симметрии — точку 
пересечения его диагоналей. Прямые а и Ь> проходя
щие соответственно через центры противоположных 
граней и середины двух противоположных ребер, не 
принадлежащих одной грани, являются его осями сим
метрии (рис. 94). Куб имеет девять осей симметрии. 
Все оси симметрии проходят через центр симметрии. 
Плоскостью симметрии куба является плоскость, про
ходящая через любые две оси симметрии. Куб имеет 
девять плоскостей симметрии.

Правильный октаэдр, правильный икоса
эдр и правильный додекаэдр имеют центр симметрии и 
несколько осей и плоскостей симметрии. Попробуйте 
подсчитать их число.

Практические задания

271 Перерисуйте развертку правильного тетраэд
ра (рис. 95) на плотный лист бумаги в боль
шем масштабе, вырежьте развертку (сделав 
необходимые припуски для склеивания) и 
склейте из нее тетраэдр.

272 Перерисуйте развертку куба (рис. 96) на 
плотный лист бумаги в большем масштабе, 
вырежьте развертку и склейте из нее куб.

Рис. 93

Рис. 94

Рис. 95

Рис. 96
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Рис. 97 Рис. 98 Рис. 99

273 Перерисуйте развертку правильного октаэдра (рис. 97) на плотный 
лист бумаги в большем масштабе, вырежьте развертку и склейте 
из нее октаэдр.

274 Перерисуйте развертку правильного додекаэдра (рис. 98) на плот
ный лист бумаги в большем масштабе, вырежьте развертку и 
склейте из нее додекаэдр.

275 Перерисуйте развертку правильного икосаэдра (рис. 99) на плот
ный лист бумаги в большем масштабе, вырежьте развертку и 
склейте из нее икосаэдр.

Вопросы и задачи
276 Сколько центров симметрии имеет: а) параллелепипед; б) пра

вильная треугольная призма; в) двугранный угол; г) отрезок?
277 Сколько осей симметрии имеет: а) отрезок; б) правильный тре

угольник; в) куб?
278 Сколько плоскостей симметрии имеет: а) правильная четырех

угольная призма, отличная от куба; б) правильная четырехуголь
ная пирамида; в) правильная треугольная пирамида?

279 Найдите угол между двумя диагоналями граней куба, имеющими 
общий конец.

280 Ребро куба равно а. Найдите площадь сечения, проходящего через 
диагонали двух его граней.

281 В кубе ABCDAiByC^D^ из вершины проведены диагонали граней 
DXA, DXC и и концы их соединены отрезками. Докажите, что 
многогранник D^AB^ — правильный тетраэдр. Найдите отноше
ние площадей поверхностей куба и тетраэдра.

282 Найдите угол между двумя ребрами правильного октаэдра, которые 
имеют общую вершину, но не принадлежат одной грани (см. рис. 89).

283 В правильном тетраэдре DABC ребро равно а. Найдите площадь се
чения тетраэдра плоскостью, проходящей через центр грани ABC:
а) параллельно грани BDC; б) перпендикулярно к ребру AD.

284 От каждой вершины правильного тетраэдра с ребром 2 отсекают 
тетраэдр с ребром 1. Какая фигура получится в результате?

285 Докажите, что в правильном тетраэдре отрезки, соединяющие 
центры граней, равны друг другу.

286 В правильном тетраэдре h — высота, т  — ребро, а п — расстояние 
между центрами его граней. Выразите: а) т  через h; б) п через /п.

Многогранники



287 Ребро правильного октаэдра равно а. Найдите расстояние между:
а) двумя его противоположными вершинами; б) центрами двух 
смежных граней; в) противоположными гранями.

Вопросы к главе III
1 Какое наименьшее число ребер может иметь многогранник?
2 Призма имеет п граней. Какой многоугольник лежит в ее основании?
3 Является ли призма прямой, если две ее смежные боковые грани 

перпендикулярны к плоскости основания?
4 В какой призме боковые ребра параллельны ее высоте?
5 Является ли призма правильной, если все ее ребра равны друг другу?
6 Может ли высота одной из боковых граней наклонной призмы 

являться и высотой призмы?
7 Существует ли призма, у которой: а) боковое ребро перпендику

лярно только одному ребру основания; б) только одна боковая 
грань перпендикулярна к основанию?

8 Правильная треугольная призма разбивается плоскостью, прохо
дящей через средние линии оснований, на две призмы. Как отно
сятся площади боковых поверхностей этих призм?

9 Будет ли пирамида правильной, если ее боковыми гранями явля
ются правильные треугольники?

10 Сколько граней, перпендикулярных к плоскости основания, мо
жет иметь пирамида?

11 Существует ли четырехугольная пирамида, у которой противопо
ложные боковые грани перпендикулярны к основанию?

12 Могут ли все грани треугольной пирамиды быть прямоугольными 
треугольниками?

13 Можно ли из куска проволоки длиной 66 см изготовить каркас
ную модель правильной четырехугольной пирамиды со стороной 
основания, равной 10 см?

14 На какие многогранники рассекается треугольная призма плоско
стью, проходящей через вершину верхнего основания и противоле
жащую ей сторону нижнего основания?

Дополнительные задачи
288 Докажите, что число вершин любой призмы четно, а число ребер 

кратно 3.
289 Докажите, что площадь полной поверхности куба равна 2d2, где 

d — диагональ куба.
290 Угол между диагональю основания прямоугольного параллелепи

педа, равной I, и одной из сторон основания равен ф. Угол между 
этой стороной и диагональю параллелепипеда равен 0. Найдите 
площадь боковой поверхности данного параллелепипеда.

291 В прямоугольном параллелепипеде диагональ, равная d, образует 
с плоскостью основания угол ф, а с одной из сторон основания — 
угол 9. Найдите площадь боковой поверхности параллелепипеда.
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292 В правильной четырехугольной призме сторона основания равна 
6 см, боковое ребро равно 8 см. Найдите расстояние от стороны 
основания до не пересекающей ее диагонали призмы.

293 В правильной четырехугольной призме ABCDAxB-fiiD^ диагонали 
BXD и DyB взаимно перпендикулярны. Докажите, что угол между 
диагоналями АХС и BXD призмы равен 60°.

294 Правильная четырехугольная призма пересечена плоскостью, со
держащей две ее диагонали. Площадь сечения равна S0, а сторона 
основания а. Вычислите площадь боковой поверхности призмы.

295 Основанием наклонного параллелепипеда A B C D A ^ fi^x  является 
ромб. Боковое ребро ССг составляет равные углы со сторонами 
основания CD и СБ. Докажите, что: а) ССХ _L BD; б) B B ^ D  — 
прямоугольник; в) B D 1 A A XCX; г) A A ^C iLB B J)^

296 Высота правильной треугольной призмы равна Л. Плоскость а, 
проведенная через среднюю линию нижнего основания и парал
лельную ей сторону верхнего основания, составляет с плоскостью 
нижнего основания острый двугранный угол ф. Найдите площадь 
сечения призмы плоскостью а.

297 Основанием треугольной призмы ABCAxB xCi является правильный 
треугольник ABC, BD — высота этого треугольника, а вершина Аг 
проектируется в его центр. Докажите, что: a) A XBD ±ААхСг;
б) AAjO _L BBjC; в) грань BB jCjC — прямоугольник.

298 Основание параллелепипеда с боковым ребром b — квадрат со сто
роной а. Одна из вершин верхнего основания равноудалена от вер
шин нижнего основания. Найдите площадь полной поверхности.

299 Найдите высоту правильной треугольной пирамиды, если сторона 
основания равна т , а площадь боковой поверхности вдвое больше 
площади основания.

300 В правильной треугольной пирамиде DABC точки Е, F  и Р — сере
дины сторон ВС, АВ и AD. Определите вид сечения, проходящего 
через эти точки, и найдите его площадь, если сторона основания 
пирамиды равна а, боковое ребро равно 6.

301 Двугранный угол при боковом ребре правильной треугольной пи
рамиды DABC равен 120°. Расстояние от вершины В до бокового 
ребра DA равно 16 см. Найдите апофему пирамиды.

302 Основанием пирамиды является параллелограмм со сторонами
3 см и 7 см и одной из диагоналей 6 см. Высота пирамиды прохо
дит через точку пересечения диагоналей основания и равна 4 см. 
Найдите боковые ребра пирамиды.

303 Основанием пирамиды является ромб. Две боковые грани перпен
дикулярны к плоскости основания и образуют двугранный угол 
в 120°, а две другие боковые грани наклонены к плоскости основа
ния под углом в 30°. Найдите площадь поверхности пирамиды, 
если ее высота равна 12 см.

304 В правильной четырехугольной пирамиде плоский угол при вер
шине равен 60°. Докажите, что двугранный угол между боковой
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гранью и основанием пирамиды вдвое меньше двугранного угла 
при боковом ребре.

305 В правильной четырехугольной пирамиде высота равна h , плоский 
угол при вершине равен а. Найдите площадь боковой поверхности.

306 Высота правильной четырехугольной пирамиды равна h и состав
ляет угол <р с плоскостью боковой грани. Найдите площадь полной 
поверхности пирамиды.

307 В правильной пирамиде MABCD AM  = b, AD = а. а) Постройте се
чение пирамиды плоскостью а, проходящей через диагональ BD 
основания параллельно ребру МА, и найдите площадь сечения,
б) Докажите, что точки М  и С равноудалены от плоскости а.

308 Основанием пирамиды является ромб со стороной 5 см и меньшей 
диагональю 6 см. Высота пирамиды, равная 3,2 см, проходит че
рез точку пересечения диагоналей ромба. Найдите высоты боко
вых граней пирамиды, проведенные из ее вершины,

309 Основанием пирамиды с равными боковыми ребрами является 
прямоугольник со сторонами 6 дм и 8 дм. Высота пирамиды равна 
6 дм. Найдите площадь сечения, проведенного через меньшую сто
рону и середину высоты.

310 В пирамиде DABC ребро DA перпендикулярно к плоскости ABC. 
Найдите площадь боковой поверхности пирамиды, если АВ = АС = 
= 25 см, ВС = 40 см, DA — 8 см.

311 Основанием пирамиды DABC является треугольник со сторонами 
АС = 13 см, АВ = 15 см, СВ ~ 14 см. Боковое ребро DA перпенди
кулярно к плоскости основания и равно 9 см. а) Найдите площадь 
полной поверхности пирамиды, б) Докажите, что основание пер
пендикуляра, проведенного из вершины А к плоскости грани BDC, 
лежит на высоте этой грани, и найдите длину этого перпендикуляра.

312 В правильной /г-угольной пирамиде боковые грани составляют 
с плоскостью основания угол <р. Найдите тангенс угла между плос
костью основания и боковым ребром.

313 Стороны оснований правильной треугольной усеченной пирамиды 
равны 12 дм и 6 дм, а ее высота 1 дм. Найдите площадь боковой 
поверхности пирамиды.

314 В правильной четырехугольной усеченной пирамиде высота равна 
63 см, апофема — 65 см, а стороны оснований относятся как 7 : 3. 
Найдите стороны оснований пирамиды.

315 Докажите, что центры граней правильного октаэдра являются вер
шинами куба.

316 Докажите, что центры граней правильного тетраэдра являются 
вершинами другого правильного тетраэдра.

317 Докажите, что центры граней куба являются вершинами правиль
ного октаэдра.

318 Докажите, что сумма двугранного угла правильного тетраэдра 
и двугранного угла правильного октаэдра равна 180°.

319 Сколько плоскостей симметрии, проходящих через данную верши
ну, имеет правильный тетраэдр?
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Глава IV
Векторы в пространстве

Понятие вектора в пространстве

38 Понятие вектора
В курсе планиметрии мы познакомились 

с векторами на плоскости и действиями над ними. 
Основные понятия для векторов в пространстве вводят
ся так же, как и для векторов на плоскости.

Отрезок, для которого указано, какой из 
его концов считается началом, а какой — концом, на
зывается вектором. Направление вектора (от начала 
к концу) на рисунках отмечается стрелкой. Любая точ
ка пространства также может рассматриваться как 
вектор. Такой вектор называется нулевым. Начало 
и конец нулевого вектора совпадают, и он не имеет 
какого-либо определенного направления. На рисун

ке 100, а изображены ненулевые векторы АВ и CD и 

нулевой вектор ТТ, а на рисунке 100, б — ненулевые 

векторы а, b и с, имеющие общее начало. Нулевой век

тор обозначается также символом 0.

Длиной ненулевого вектора АВ называется 

длина отрезка АВ . Длина вектора АВ (вектора а) обо

значается так: \АВ \ (|а|). Длина нулевого вектора счи-

тается равной нулю: |0| = 0.

Два ненулевых вектора называются кол- 
линеарными, если они лежат на одной прямой или на

параллельных прямых. Если два ненулевых вектора АВ 

и CD коллинеарны и если при этом лучи АВ и CD со

направлены, то векторы АВ и CD называются со
направленными, а если эти лучи не являются

сонаправленными, то векторы АВ и CD называются 
противоположно направленными. Нулевой вектор усло
вимся считать сонаправленным с любым вектором.

Запись a]\b обозначает, что векторы а и b сонаправлены,

В

Рис. 100
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а запись с Т1 d — что векторы с и d противоположно 
направлены. На рисунке 101 изображен параллелепи

пед. На этом рисунке A M t t  DK, AD  tt Ш , A B U d C;

векторы AD и АЖ не являются ни сонаправленными, 
ни противоположно направленными, так как они не 
коллинеарны.

Изучая векторы на плоскости, мы отмеча
ли, что многие физические величины, например сила, 
перемещение, скорость, являются векторными величи
нами. При изучении электрических и магнитных явле
ний появляются новые примеры векторных величин. 
Электрическое поле, создаваемое в пространстве заря
дами, характеризуется в каждой точке пространства 
вектором напряженности электрического поля. На ри
сунке 102, а изображены векторы напряженности элек
трического поля положительного точечного заряда.

Электрический ток, т. е. направленное дви
жение зарядов, создает в пространстве магнитное поле, 
которое характеризуется в каждой точке пространства 
вектором магнитной индукции. На рисунке 102, б изоб
ражены векторы магнитной индукции магнитного по
ля прямого проводника с током.

39 Равенство векторов
Векторы называются равными, если они 

сонаправлены и их длины равны. На рисунке 101

АЕ = DK, так как A E ^ D K  и \Ju2\=\DK\, а А В ф Б с ,

так как АВ U DC.
Если точка А — начало вектора а, то гово

рят, что вектор а отложен от точки А. Нетрудно дока

зать, что от любой точки можно отложить вектор, рав
ный данному, и притом только один. В самом деле,

пусть а — данный вектор, М  — данная точка (рис. 103). 

Проведем через начало и конец вектора а и точку М  

плоскость и в этой плоскости построим вектор M N = а. 

Очевидно, что вектор MN  искомый. Из построения яс

но также, что MN  — единственный вектор с началом М, 

равный вектору а.

N К

D

I
а)

В

§
в
§■
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Рис. 102

м«
Рис. 103
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Вопросы и задачи

320 В тетраэдре ABCD точки М, N и К — сере
дины ребер АС, ВС и CD соответственно,
АВ = 3 см, ВС = 4 см, BD = 5 см. Найдите 
длины векторов:

а) АВ, ВС, BD, NM, BN, NK;

б) СВ, BA, DB, NC, KN.

321 Измерения прямоугольного параллелепипе
да ABCDAxBfixD^ имеют длины: AD = 8 см,

АВ = 9 см и ААХ - 12 см. Найдите длины 
векторов:

а) ССХ, СВ, CD;

б) DCX, DB, DB\.

322 На рисунке 104 изображен параллелепипед 
ABCDA^BxC^Di. Точки М  и К — середины 
ребер В гСх и AlD l. Укажите на этом рисунке 
все пары:
а) сонаправленных векторов;
б) противоположно направленных векторов;
в) равных векторов.

323 На рисунке 105 изображен тетраэдр ABCD, ребра которого равны. 
Точки М, N, Р  и Q — середины сторон АВ, AD, DC, ВС.
а) Выпишите все пары равных векторов, изображенных на этом 
рисунке, б) Определите вид четырехугольника MNPQ.

324 Справедливо ли утверждение:
а) два вектора, коллинеарные ненулевому вектору, коллинеарны 
между собой; б) два вектора, сонаправленные с ненулевым векто
ром, сонаправлены; в) два вектора, коллинеарные ненулевому 
вектору, сонаправлены?

325 Известно, что ААХ = ВВ}. Как расположены по отношению друг 

к другу:
а) прямые АВ и АхВг; б) прямая АВ и плоскость, проходящая че
рез точки Ах и В г; в) плоскости, одна из которых проходит через 
точки А и Б, а другая проходит через точки Ал и В Х1

326 На рисунке 104 изображен параллелепипед, точки М  и К — сере
дины ребер BiC, и AXD X. Назовите вектор, который получится, 
если отложить:

а) от точки С вектор, равный DDX; б) от точки D  вектор, рав

ный СМ; в) от точки А! вектор, равный АС; г) от точки Сл вектор, 

равный СВ; д) от точки М  вектор, равный КАг.

Векторы в пространстве



§
Сложение и вычитание векторов. 
Умножение вектора на число

40 Сложение и вычитание векторов
Введем правило сложения двух произволь

ных векторов а и Ь. Отложим от какой-нибудь точки А 

вектор АВ, равный а (рис. 106). Затем от точки В отло

жим вектор ВС, равный Ь. Вектор АС называется сум-

мои векторов а и Ь: АС = а + Ь.
Это правило сложения векторов называется 

правилом треугольника. Рисунок 106, а поясняет это 
название. Отметим, что по этому же правилу складыва
ются и коллинеарные векторы, хотя при их сложении 
и не получается треугольника. Рисунки 106, б, в иллю
стрируют сложение коллинеарных векторов.

Точно так же, как в планиметрии, доказыва-

ется, что сумма а + Ъ не зависит от выбора точки А, от 

которой при сложении откладывается вектор а. Иными

словами, если при сложении векторов а и b по правилу 
треугольника точку А заменить другой точкой Ах, то век

тор АС заменится равным ему вектором АХСХ (рис. 107). 

Докажите это утверждение самостоятельно.

Правило треугольника можно сформулиро
вать в такой форме: для любых трех точек А, В и С 
имеет место равенство

АВ + вс = Хс.

Для сложения двух неколлинеарных векто
ров можно пользоваться также правилом параллело
грамма, известным из курса планиметрии. Это правило 
пояснено на рисунке 108.

Свойства сложения векторов, изученные 
в планиметрии, имеют место и для векторов в про
странстве. Напомним их.

Для любых векторов а, Ъ и с справедливы равенства:
—* —*

а + Ъ = Ь + а (переместительный закон);

{а + Ь) + с = а + (Ь + с) (сочетательный закон).

Два ненулевых вектора называются 
противоположными, если их длины равны и они

д\ j
V

— > — »

а + b

б)

~а

ь

А а + ь с b В
\ J

V
—
а

в)
Рис. 106
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противоположно направлены. Вектором, противопо
ложным нулевому вектору, считается нулевой век

тор. Очевидно, вектор ВА является противополож

ным вектору АВ (рис. 109).

Разностью векторов а и Ъ называется такой 

вектор, сумма которого с вектором Ъ равна вектору а. 

Разность а - Ъ векторов а и b можно найти по формуле

a - b  = а + (-b ), (1)

где (~Ь) — вектор, противоположный вектору Ь.

На рисунках 110, а, б представлены два спо

соба построения разности двух данных векторов а и Ь.
Доказательства законов сложения и равен

ства (1) для векторов в пространстве ничем не отлича
ются от доказательств для векторов на плоскости.

41 Сумма нескольких векторов
Сложение нескольких векторов в простран

стве выполняется так же, как и на плоскости: первый 
вектор складывается со вторым, затем их сумма — 
с третьим вектором и т. д. Из законов сложения векто
ров следует, что сумма нескольких векторов не зави
сит от того, в каком порядке они складываются.

На рисунке 111 показано построение суммы 

трех векторов а, бис:  от произвольной точки О отложен 

вектор ОА = а, затем от точки А отложен вектор АВ = Ь, 

и, наконец, от точки В отложен вектор ВС = с. В ре

зультате получается вектор ОС, равный а + Ъ + с.
Аналогично можно построить сумму любого 

числа векторов. На рисунке 112 построена сумма ОЕ

пяти векторов: а, Ь, с, d и е. Это правило построения 
суммы нескольких векторов называется правилом 
многоугольника. Заметим, однако, что, в отличие от 
случая векторов на плоскости, «многоугольник», кото
рый получается при построении суммы векторов 
в пространстве, может оказаться пространственным, 
т. е. таким, у которого не все вершины лежат в одной 
плоскости. Таковым является, например, «четырехуголь
ник» ОАВС на рисунке 111, с помощью которого по

строен вектор ОС.

Ъ
Правило параллелограм
ма сложения двух некол- 
линеарных векторов

Рис. 108
В

АВ и ВА — противопо
ложные векторы 

Рис. 109

ОА = а, АВ = -Ь

ОВ = а +(-&) = а-Ъ
а )

ОА = а, ОВ = Ь

В А = а-Ъ  

Рис. 110 б)

88 Векторы а пространстве



Правило многоугольника можно сформули
ровать также следующим образом: если Аг, А2, ..., Ап — 
произвольные точки, то

А А 2+ А2А3+... + Ап1А п = А 1А„.

Это правило проиллюстрировано на рисун
ке 113 для /г=7. Отметим, что если точки Аг и Ап, т. е. 
начало первого вектора и конец последнего, совпадают, 
то сумма векторов равна нулевому вектору.

42 Умножение вектора на число

Произведением ненулевого вектора а на

число к называется такой вектор Ь, длина которого 
. . . —> 

равна | к | • | а |, причем векторы а и b сонаправлены

при к > О и противоположно направлены при к < 0. 
Произведением нулевого вектора на любое число счи
тается нулевой вектор.

Произведение вектора а на число k обозна

чается так: ка. Из определения произведения вектора 
на число следует, что для любого числа к и любого

вектора а векторы а и ка коллинеарны. Из этого опре
деления следует также, что произведение любого век
тора на число нуль есть нулевой вектор.

Напомним основные свойства умножения 
вектора на число, известные нам для векторов на плос
кости. Они имеют место и для векторов в пространстве.

Для любых векторов а, Ъ и любых чисел fe, I справед
ливы равенства:

(Ы) а = к (1а) (сочетательный закон); 

к (а + Ь) = ка + kb (первый распределительный закон); 

(к + I) а = ка + 1а (второй распределительный закон).

Отметим, что (-1) а является вектором, 

противоположным вектору а, т. е. (-1 )а  = -а. Дейст

вительно, длины векторов (-1) а и а равны: |(—1)а| = 

= |-1| • | а\=\ а . Кроме того, если вектор а ненулевой,

то векторы (-1) а и а противоположно направлены.

Точно так же, как в планиметрии, можно 

доказать, что если векторы а и Ъ коллинеарны и а Ф 0, 

то существует число к такое, что b = ка.

Рис. 111

Рис. 112

ЛХЛ 2 + А 2л з + АгА л +

+ А л А К + А\А п ■¥ А а А- =

Рис. 113
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Задачи

На рисунке 104 изображен параллелепипед ABCDAXBXCXDX. Назо
вите вектор, начало и конец которого являются вершинами парал

лелепипеда, равный сумме векторов: а) АВ -\- АХЬ Х; б) AB + ADi;

в) DA + ВХВ; г) DDX + DB; д) DBX + ВС.

Дан тетраэдр ABCD. Докажите, что: а) АВ + BD = АС + CD;

б) АВ + BC=DC + AD; в) DC + BD = AC + BA.

Назовите все векторы, образованные ребрами параллелепипеда 

ABCDAXBXCXDX, которые: а) противоположны вектору СВ; б) про

тивоположны вектору ВХА; в) равны вектору -DC; г) равны векто-

РУ

Нарисуйте параллелепипед ABCDAXBXCXD X и обозначьте векторы 

CXDX, ВАХ, AD соответственно через а, Ъ, с. Изобразите на рисунке

векторы: а) а -b; б) а - с ;  в) Ь - а; г) с - Ъ; д) с - а.
Пусть ABCD — параллелограмм, а О — произвольная точка про

странства. Докажите, что: а) ОВ - ОА = ОС - OD; б) ОВ - ОС = DA. 

На рисунке 104 изображен параллелепипед ABCDAXBXCXDX. Пред

ставьте векторы АВХ и DK  в виде разности двух векторов, начала 

и концы которых совпадают с отмеченными на рисунке точками. 
В пространстве даны четыре точки А, В, С и D. Назовите вектор 
с началом и концом в данных точках, равный сумме векторов:

а) (АВ + СА + Ж )+ (ВС  +CD); б) {АВ - АС) + DC.

Дан прямоугольный параллелепипед KLM NKXLXM XN х. Докажите, 

что: а) \ МК  + М М Х \ = МК - М М х\; б) \IcXx-N LX\ = \ML + М М Х\;

в) | NL- М̂ Ь\ = | K^N- LN \.

Упростите выражение: а) АВ + MN  + ВС + СА + PQ + NM; б) FK  + 

+MQ + КР+ AM  + QK + PF; в) КМ  + DF + АС + ^  + CD + СА + 

+ МР; г) АВ + ВА + сВ  + МА/ + DC + NM.

Даны точки А, В, С и D. Представьте вектор АВ в виде алгебраиче

ской суммы следующих векторов: а) AC, DC, BD; б) DA, DC, СВ;

в) DA, CD, ВС.

Векторы в пространстве
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Упростите выражение: а) ОР - ЕР + KD - КА; б) АВ + М Р  + ЕК - 

-EP-M D; в) А С - В С - Р М -  АР+ ВМ .

Дан параллелепипед ABCDAXBXCXDX. Докажите, что ОА+ОСх =

= ОС + ОА1, где О — произвольная точка пространства.

Дан параллелепипед ABCDA^Bfifi^ Укажите вектор х, начало 
и конец которого являются вершинами параллелепипеда, такой, что:

a)DC + + CZ)X + х + = DB; 6) DA + x + DxB-\- ADX + BA — DC. 

Дана треугольная призма ABCAXBXCX. Укажите вектор х, начало и 

конец которого являются вершинами призмы, такой, что: а) ААХ +

+ ВХС- х ~ ВА; б) АСХ - ВВХ + х = АВ; в) АВХ + х = АС - х + ВСХ. 

Основанием четырехугольной пирамиды с вершиной Р  является 
трапеция ABCD. Точка О — середина средней линии трапеции.

Докажите, что РА + РВ + PC + PD - 4РО.
Точка Р — вершина правильной шестиугольной пирамиды. Дока
жите, что сумма всех векторов с началом в точке Р, образованных 
боковыми ребрами пирамиды, равна сумме всех векторов с нача
лом в точке Р, образованных апофемами.

Известно, что АО = - АВ. Докажите, что точки А и В симметричны
2

относительно точки О.

Диагонали куба ABCDA1B1C1D: пересекаются в точке О. Найдите 

число k такое, что: а) АВ = k • CD; б) АСХ = k * АО; в) ОВх = k • BXD. 

Точки Е и F — середины оснований АВ и ВС параллелограмма 
ABCD, а О — произвольная точка пространства. Выразите: а) век

тор ОА - ОС через вектор EF; б) вектор ОА - ОЕ через вектор DC. 

Точки М и N  — середины оснований АВ и CD трапеции ABCD, 
а О — произвольная точка пространства. Выразите вектор

ОМ  - ON через векторы AD и ВС.

Упростите: а) 2 (т + п) - 3 (4т - Я) + т; б) in - 3(п - 2т + р)  + 

+ 5 Q? - 4т).

Докажите, что в параллелепипеде ABCDA^B^CiDx АСг + BXD = 2ВС.

Три точки А, В и М  удовлетворяют условию AM = X • MB, где

X Ф -1. Докажите, что эти точки лежат на одной прямой и для лю-

^ ~ ^  ОА + Х-ОВ  
бои точки О пространства выполняется равенство ОМ = -------- .

1 + X

Векторы в пространстве



Решение

Из равенства AM = X • MB  следует, что векторы AM  и М Б  кол

линеарны, поэтому прямые AM  и MB  либо параллельны, либо 
совпадают. Так как эти прямые имеют общую точку М , то 
они совпадают, и, следовательно, точки А, В и М  лежат на од

ной прямой. Поскольку AM -О М  - ОА, MB =ОВ - ОМ, то из 

равенства AM  = X • MB  имеем ОМ - ОА = X (ОВ - ОМ), или

(1 + Х)ОМ =ОА  + X •ОВ. Отсюда, разделив на 1 + X, получаем 
искомое равенство.

350 Известно, что р = а + b + с, причем векторы а, b и с попарно не 

сонаправлены. Докажите, что |р|<|а| + |Ь|+|с|.

351 Векторы а и с, а также Ь и с коллинеарны. Докажите, что коллине

арны векторы: а) а + b и с; б) а - Ъ и с; в) а + ЗЬ и с; г) -а + 2Ь и с.

352 Векторы а + Ь и а - Ь коллинеарны. Докажите, что векторы а и Ь 
коллинеарны.

353 Векторы а + 2Ь и а - ЗЬ коллинеарны. Докажите, что векторы а и b 
коллинеарны.

354 Докажите, что если векторы а + Ь и а -b не коллинеарны, то не 

коллинеарны и векторы: а) а и Ь; б) а + 2Ь и 2а - Ь.

Компланарные векторы

43 Компланарные векторы
Векторы называются компланарными, если 

при откладывании их от одной и той же точки они 
будут лежать в одной плоскости. Другими словами, 
векторы называются компланарными, если имеются 
равные им векторы, лежащие в одной плоскости.

Ясно, что любые два вектора компланарны; 
три вектора, среди которых имеются два коллинеар- 
ных, также компланарны (объясните почему), а три 
произвольных вектора могут быть как компланарны
ми, так и не компланарными. На рисунке 114 изобра

жен параллелепипед. Векторы ВВХ, OD и ОЕ компла

нарны, так как если отложить от точки О вектор, 

равный ВВХ, то получится вектор ОС, а векторы ОС, 

OD и ОЕ лежат в одной плоскости ОСЕ . Векторы ОА, Рис. 114
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ОБ и ОС не компланарны, так как вектор ОС не лежит 
в плоскости ОАВ. Рассмотрим признак компланарно
сти трех векторов.

Если вектор с можно разложить по векто
рам а и Ь, т. е. представить в виде

с = ха + yb, (1)

где х и у — некоторые числа, то векторы а, b и с 

компланарны.
Докажем этот признак. Будем считать, что 

векторы а и b не коллинеарны (если векторы а и b 

коллинеарны, то компланарность векторов а, Ь и с оче

видна). Отложим от произвольной точки О векторы

О А =а  и ОВ = Ъ (рис. 115). Векторы ОА и ОВ лежат 
в плоскости ОАВ. Очевидно, в этой же плоскости лежат

векторы ОАх = х • ОА и ОВг = у • ОВ, а следовательно, 

и их сумма — вектор ОС = х • ОА + у * ОБ, равный векто

ру с. Итак, векторы ОА - а , ОБ = В и ОС = с лежат 

в одной плоскости, т. е. векторы а, b и с компланарны.

Справедливо и обратное утверждение: если 
векторы а, & и с компланарны, а векторы а и & не 

коллинеарны, то вектор с можно разложить по век

торам а и Ъ (т. е. представить в виде (1)), причем коэф
фициенты разложения (т. е. числа х, у в формуле (1)) 
определяются единственным образом. Пользуясь тео
ремой о разложении вектора по двум неколлинеарным 
векторам, известной из курса планиметрии, докажите 
это утверждение самостоятельно.

OAj = хОА

Рис. 115

44 Правило параллелепипеда
Для сложения трех некомпланарных векто

ров можно пользоваться так называемым правилом па
раллелепипеда. Опишем его. Пусть а, Ь, с — некомпла

нарные векторы. Отложим от произвольной точки О

пространства векторы ОА = а, ОВ = 6, ОС = с и построим 
параллелепипед так, чтобы отрезки ОА, ОБ и ОС были 
его ребрами (см. рис. 114). Тогда диагональ OD этого па

раллелепипеда изображает сумму векторов а, b и с: OD =

= а + В ~ с. Действительно, OD - ОЕ + ED = (ОА - АЕ) +

л-ED = ОА + ОБ + ОС = ct + Ъ н- с.
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45 Разложение вектора 
по трем некомпланарным векторам
Если вектор р представлен в виде

р = ха + yb + гс, (2)

где х, у и г — некоторые числа, то говорят, что вектор р

разложен по векторам а, Ъ и с. Числа х, у , г называют
ся коэффициентами разложения.

Докажем теорему о разложении вектора по 
трем некомпланарным векторам.

Теорема

Любой вектор можно разложить по трем данным 
некомпланарным векторам, причем коэффициенты 
разложения определяются единственным образом.

Доказательство
j ^

Пусть а, b и с — данные некомпланарные

векторы. Докажем сначала, что любой вектор р можно 

представить в виде (2).
Отметим произвольную точку О и отложим 

от этой точки векторы (рис. 116):

ОА = а, ОБ = Ь, ОС = с, ОР = р. (3)

Через точку Р проведем прямую, параллель
ную прямой ОС, и обозначим через Р х точку пересе
чения этой прямой с плоскостью АОВ (если Р е ОС, то 
в качестве точки Р х возьмем точку О). Затем через точ
ку Р х проведем прямую, параллельную прямой ОВ, 
и обозначим через Р 2 точку пересечения этой прямой 
с прямой ОА (если Р х е ОВ, то в качестве точки Р2 возь
мем точку О). По правилу многоугольника

ОР = ОР2 + Р^Р1 + Р^Р. (4)

Векторы ОР2 и ОА, Р2РХ и ОВ, РХР и ОС кол

линеарны, поэтому существуют числа х, у, z такие, что 

ОР2 = х * ОА, Р2РХ = у • ОВ, РХР = z * ОС. Подставив эти вы

ражения в равенство (4), получим:

ОР - х • ОА + у • ОБ + z • ОС.

Отсюда, учитывая равенства (3), приходим 
к равенству (2).
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Докажем теперь, что коэффициенты разло
жения в формуле (2) определяются единственным обра
зом. Допустим, что наряду с разложением (2) имеется

другое разложение вектора р: р =  хха + у xb + гхс. Вычи

тая это равенство из равенства (2) и используя свойства 
действий над векторами, получаем:

б = (х - хх) а + (у - ух) b + (г - zx) с.

Это равенство выполняется только тогда, 
когда х - хх = 0, у - уг = 0, z - zx = 0. В самом деле, ес
ли предположить, например, что z - гх Ф 0, то из этого

равенства находим: с = - у ^  b, откуда следует,
- 2~Zl 2-21 

что векторы а,Ь и с компланарны. Но это противоречит 
условию теоремы. Значит, наше предположение невер
но, и х = хи у = ух, z = гх. Следовательно, коэффициен
ты разложения (2) определяются единственным обра
зом. Теорема доказана.

Если векторы р, а и Ъ компланарны,

то г = 0 (объясните почему), и вектор р  оказывается 

фактически разложенным по двум векторам а и Ъ.

Вопросы и задачи
' 355 Дан параллелепипед ABCDAXBXCXD X. Какие из следующих трех

векторов компланарны: а) ААХ, ССХ, ВВХ; б) АВ, AD, ААХ;

в) В^В, AC, DDx ; г) AD, ССХ, а Д ?

356 Точки Е и F — середины ребер АС и BD тетраэдра ABCD. Докажи

те, что 2FE = ВА + DC. Компланарны ли векторы FE ,BA n DC?
357 Даны параллелограммы ABCD и ABXCXDX. Докажите, что векторы

ВВХ, ССХ и DDX компланарны.

358 Дан параллелепипед ABCDAXBXCXDX. Назовите вектор, начало и ко
нец которого являются вершинами параллелепипеда, равный сумме

векторов: а) АВ + AD + ААХ; б) DA + DC + DDX; в) AxBl +СХВХ + 

+ ВВХ ; г) АХА + AXDX + АВ; д) ВхА1 + BBj + ВС.

359 Дан параллелепипед ABCDAXBXCXD X. а) Разложите вектор BZ)j 

по векторам ВА, ВС и ВВ,. б) Разложите вектор BXDX по векто

рам АХА, АХВ и АХЪХ.
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В вершинах А1? В и D куба ABC-DA^C^-Dj, ребро которого равно а, 
помещены точечные заряды q. а) Выразите результирующую на
пряженность* создаваемого ими электрического поля в точках А

и С{ через вектор АСХ. б) Найдите абсолютную величину результи

рующей напряженности в точках С, Б 1? в центре грани А ^ С ^  
и в центре куба.
Диагонали параллелепипеда ABCDAxB xClD i пересекаются в точ

ке О. Разложите векторы CD и DxO по векторам ААХ, АВ и AD. 

Точка К — середина ребра ВС тетраэдра ABCD. Разложите вектор DK 

по векторам а = DA, b - АВ и с = АС.

Решение

Так как точка К — середина отрезка БС, то DK = i  (DB + DC).

Но DB = DA + АВ = а + Ь, -DC = DA + AC = а + с. Поэтому

DiT = i ( a  + b + a+c)  = a + i & + i c .
2 ' 2 2

Основанием пирамиды с вершиной О является параллелограмм 
ABCD, диагонали которого пересекаются в точке М . Разложите

векторы OD и ОМ по векторам a = ОА, b = ОВ и с = ОС.
Точка if — середина ребра Б ^  куба ABCDAxBxC^x. Разложите

вектор АК по векторам а = АБ, £ = AD, с = ААг и найдите длину 

этого вектора, если ребро куба равно т .
Вне плоскости параллелограмма ABCD взята точка О. Точка М  — 

середина АБ, а точка К — середина MD. Разложите векторы ОМ  

и ОК по векторам а — ОА, Ъ — ОБ, с - ОС.
Докажите, что если М  — точка пересечения медиан треугольника 
АБС, а О — произвольная точка пространства, то

ом = ±(ОА + ОВ + ОС). (5)

* Если в точке О находится точечный заряд q, то напряженность Е 

создаваемого им электрического поля в точке М  выражается

формулой Е = - kq • ОМ , где коэффициент k зависит от выбора 
О М 3

системы единиц.

Векторы в пространстве



367

368

369

370

371

372

Решение
По теореме о точке пересечения медиан тре

угольника AM  = 2МАХ, где ААХ — медиана 

треугольника АБС (рис. 117). Согласно за- 

“ QA + 2QA] _ 0А + 20АХ

О

даче 349 ОМ
1+2

Но

ОАх = |(ОБ + ОС) (объясните почему), по

этому ОМ ОА -г ОВ+ ОС

А
В тетраэдре ABCD медиана ААХ грани ABC 

делится точкой К так, что АК : КАХ = 3 : 7 .

Разложите вектор DK  по векторам DA ,

DB, DC.
Точки М  и N  являются серединами ребер 
АВ и AXD X параллелепипеда ABCDA^BfixD^.
Разложите, если это возможно, по векторам

АВ и AD вектор: а) АС; б) СМ; в) CXN;

г) АСХ; д) AXN; е) AN; ж) MD.

Медианы грани ABC тетраэдра ОАВС пересекаются в точке М.

Разложите вектор ОА по векторам ОВ, ОС, ОМ.
Высоты AM  и DN  правильного тетраэдра ABCD пересекаются

в точке К. Разложите по векторам a= D A , b=D B , с = DC вектор:

a) DN; б) DK; в) AM; г) MX.

В тетраэдре ABCD медианы грани BCD пересекаются в точке О. 
Докажите, что длина отрезка АО меньше одной трети суммы длин 
ребер с общей вершиной А.
Докажите, что диагональ АСХ параллелепипеда ABCDAXBXCXD X про

ходит через точки пересечения медиан треугольников AXBD и CBXDX 
и делится этими точками на три равных отрезка (рис. 118). 

Решение
Обозначим через М х точку пересечения медиан треугольни
ка AXBD . Применив формулу (5) к тетраэдру AAXBD, по

лучим АМ Х = —(ААх +АВ + AD). По правилу параллелепипеда 
3

ААХ + АВ + AD ~ АСХ, поэтому АМ 1 =~АСХ. Отсюда следует, что

точка М х принадлежит диагонали АСХ и АМ Х = —АСх.
3
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Точно так же можно доказать, что точка M z 
пересечения медиан треугольника CBXD X

принадлежит диагонали АСХ и СХМ 2 = - АСХ.
3

Из равенств АМ Х = ~АСХ и СХМ 2 - i  АСХ

следует, что точки М х и М 2 делят диаго
наль ACj параллелепипеда на три равных 
отрезка АМ19 М ХМ 2 и M 2Clt

373 Точки А19 В19 Сх и  М х — основания перпен
дикуляров, проведенных к плоскости а  из 
вершин треугольника ABC и из точки М  
пересечения медиан этого треугольника

(рис. 119). Докажите, что М М Х = — (ААг + ВВХ ■+■ ССХ). Останется
3

ли верным равенство, если какие-то стороны треугольника ABC пе
ресекаются с плоскостью а?

374 Отрезки АВ и CD не лежат в одной плоскости, точки М  и N  — 

середины этих отрезков. Докажите, что M N < ~ (АС + BD).

375 В тетраэдре ABCD точки К и М  — середины ребер АВ и CD. Дока
жите, что середины отрезков КС, KD, МА и MB  являются верши
нами некоторого параллелограмма.

Вопросы к главе IV

1 Справедливо ли утверждение: а) любые два противоположно на
правленных вектора коллинеарны; б) любые два коллинеарных 
вектора сонаправлены; в) любые два равных вектора коллинеар

ны; г) любые два сонаправленных вектора равны; д) если а 11 Ь, 

6*Т1 с, то a U с; е) существуют векторы а, b и с такие, что а и с не 

коллинеарны, b и с не коллинеарны, а а и Ь коллинеарны?

2 Точки А и С симметричны относительно точки О и AD = ВС. Сим
метричны ли точки В и D относительно точки О?

3 Точки А и С симметричны относительно прямой а и AD = ВС. 
Могут ли точки В и D быть: а) симметричными относительно пря
мой а; б) несимметричными относительно прямой а?

4 Точки А и С, а также точки В и D  симметричны относительно

плоскости а. Могут ли векторы АВ и CD быть: а) равными;
б) неравными?

—► >
5 Известно, что векторы а и а + b коллинеарны. Коллинеарны ли

у —♦

векторы а и Ы

6 Может ли длина суммы двух векторов быть меньше длины каждо
го из слагаемых?



7 Может ли длина суммы нескольких ненулевых векторов быть рав
ной сумме длин этих векторов?

8 Может ли длина разности двух ненулевых векторов быть равной 
сумме длин этих векторов?

9 Может ли длина разности двух ненулевых векторов быть равной 
разности длин этих векторов?

10 Может ли длина суммы двух ненулевых векторов быть равна дли
не разности этих векторов?

11 На какое число нужно умножить ненулевой вектор а, чтобы полу- 

чить вектор Ь, удовлетворяющий следующим условиям:

a) b tt а и |Ь|=|а|; б) b II а и |б|=3|а|; в) b Т !  а и \b\- k\a\; г) b = 0?

12 Известно, что АВ = k • CD, причем точки Л, В и С не лежат на од
ной прямой. При каком значении k прямые АС и BD являются:
а) параллельными; б) пересекающимися? Могут ли прямые АС 
и BD быть скрещивающимися?

13 Компланарны ли векторы: а) а, Ь, 2а, 3Ъ; б) а, &, а + b, а - Ь?

14 Известно, что векторы а, b и с компланарны. Компланарны ли

векторы: а) а, 2Ь, 3с; б) а + Ь, а + 2с, 2Ь-Зс?

15 Точки А, В и С лежат на окружности, а точка О не лежит в плос

кости этой окружности. Могут ли векторы ОА, ОВ и ОС быть ком
планарными?

Доло/шит**. 1ьиые задачи

376 Дан параллелепипед MNPQMXN XP XQX. Докажите, что: a) MQ  +

+ М &  = NJ>X+NP; б) P Q ^N P X=N Q X; в) + 00| = 0 ^ .

377 На рисунке 120 изображен правильный октаэдр. Докажите, что:

а) АВ + FB = DB; б) AC-CF = EC;

в) АВ + АС + AD + АЕ = 2AF. А

378 Докажите, что разность векторов а и b вы

ражается формулой а - Ь = а + (-5).

379 Дан тетраэдр ABCD. Найдите сумму векто

ров: a) AB + BD + DC; б) A D СВ + DC;

в) AB + CD + BC+DA ..
380 Дан параллелепипед ABCDAjB jCjD j. Найдите

сумму векторов: а) АВ + ВХСХ + DDX + CD;

б) BjCj + АВ + DD| + CBj -н ВС + A tA;

в) ВА + АС + СВ + DC + DA. Рис. 120

9,9



381

382

383

384

385

386

387

388

389

390

391

Даны треугольники ABC, АхВ хСг и две точки О и Р  пространства. 

Известно, что ОА + OP = ОАх, ОВ + ОР - ОВ ,, ОС + ОР = ОСг. Дока

жите, что стороны треугольника А1В 1С1 соответственно равны 
и параллельны сторонам треугольника ABC.

—► —» —* —* 
При каких значениях к в равенстве а - kb, где b ^ 0, векторы а и Ь:

а) коллинеарны; б) сонаправлены; в) противоположно направле
ны; г) являются противоположными?
Числа к и / не равны друг другу. Докажите, что если векторы а + кЬ 

и а + lb не коллинеарны, то: а) векторы а и b не коллинеарны;

б) векторы а + kxb и а + 1ХЬ не коллинеарны при любых неравных 

числах kx и 1Х.
Точки Ах, Б, и Сх — середины сторон БС, АС и АВ треугольника 
ABC, точка О — произвольная точка пространства. Докажите, что

ОАх +овх + д сх = 6 а +6в  + о с .

Отрезки, соединяющие середины противоположных сторон четы
рехугольника ABCD, пересекаются в точке М . Точка О — произ
вольная точка пространства. Докажите, что справедливо равенство

6 м  = i  (ОА + бв  +ОС + OD).

Диагонали параллелограмма ABCD пересекаются в точке О. Дока
жите, что для любой точки М  пространства справедливо неравен

ство МО < ^ (МА + МБ + МС + MD).

Три точки М, N и Р лежат на одной прямой, а точка О не лежит 

на этой прямой. Выразите вектор ОР через векторы ОМ  и ON , если:

а) NP = 2MN; б) М Р  = - i  PN; в) МР = к • M N , где к — данное число.

Докажите, что векторы р, а и Ъ компланарны, если: а) один из 

данных векторов нулевой; б) два из данных векторов коллинеарны. 
На двух скрещивающихся прямых отмечены по три точки: Ах, А2,

А3 и Б1# Б2, Б3, причем А1А2 = к • АХА3, ВХВ2 = к * Б ,Б3. Докажите, 

что прямые АХВ Х, А2В 2, А3Б3 параллельны некоторой плоскости. 
Дан прямоугольный параллелепипед ABCDA^fixD^  в котором 

АВ = AD — a, AAj = 2а. В вершинах и Dx помещены заряды q, 
а в вершине А — заряд 2q. Найдите абсолютную величину резуль
тирующей напряженности электрического поля: а) в точке Ах;
б) в точке С; в) в центре грани AXBXCXD X; г) в центре грани ABCD. 
В тетраэдре ABCD точка К — середина медианы ВВХ грани BCD .

Разложите вектор АК по векторам а — АВ, b = АС, с - AD.



392 На трех некомпланарных векторах р  = АВ, q = AD, г = постро

ен параллелепипед Разложите по векторам р, q и г 

векторы, образованные диагоналями этого параллелепипеда.
393 В параллелепипеде ABCDA^B^C^D^ точка К — середина ребра СС1.

Разложите вектор: а) АК по векторам АВ, AD, ААХ; б) DAX по век

торам ABj, ВСЛ и CDX.

394 В параллелепипеде ABCDAlB lClD1 диагонали грани DCC1D l пере

секаются в точке М . Разложите вектор AM  по векторам АВ, 

AD и АА±.

395 Докажите, что если точки пересечения медиан треугольников ABC 
и A ^ f iy  совпадают, то прямые ААи ВВг и ССХ параллельны неко
торой плоскости.

396 В тетраэдре ABCD точка М  — середина ребра ВС. Выразите через 

векторы Ъ = АВ, с = АС и d = AD следующие векторы: ВС, CD, DB 

и DM.
397 В тетраэдре ABCD точки М  и N  являются соответственно точками 

пересечения медиан граней ADB и BDC. Докажите, что M N  || АС, 
и найдите отношение длин этих отрезков.

398 Треугольники ABC, А1В 1С1 и А2В2С2 расположены так, что точки 
А, В, С являются серединами отрезков АгА2, BxB2i СХС2 соответст
венно. Докажите, что точки пересечения медиан треугольников 
ABC, АуВ^Су и А2В2С2 лежат на одной прямой.

399 Докажите, что треугольник, вершинами которого являются точки 
пересечения медиан боковых граней тетраэдра, подобен основанию 
тетраэдра.


